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06 Courbure riemannienne:
variations sur diffe´rentes notions de positivite´
Mohammed Larbi Labbi
Re´sume´
Cet article est le texte de mon habilitation a` diriger des recherches.
On e´tudie diffe´rentes notions de courbure riemanniennes : la p-courbure,
qui interpole entre courbure scalaire et courbure sectionnelle, les cour-
bures de Gauss-Bonnet-Weyl qui constituent une autre interpolation
allant de la courbure scalaire jusqu’a` l’inte´grand de Gauss-Bonnet. Les
(p, q)-courbures que nous de´gageons englobent toutes ces notions. On
examine ensuite le terme en courbure de la formule classique de Weit-
zenbo¨ck. On e´tudie aussi les proprie´te´s de positivite´ de la p-courbure,
la seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl, la courbure d’Einstein et
de la courbure isotrope.
Abstract
This paper is the text of my habilitation thesis. We study different no-
tions of Riemannian curvatures : The p-curvatures interpolate between
the scalar curvature and the sectional curvature, the Gauss-Bonnet-
Weyl curvatures form another interpolation from the scalar curvature
to the Gauss-Bonnet integrand. We bring out the (p, q)-curvatures,
which incorporate all the previous curvatures. We then examine the
curvature term which appears in the classical Weitzenbo¨ck formula.
We also study the positivity properties of the p-curvatures, the second
Gauss-Bonnet-Weyl curvature, the Einstein curvature and the isotropic
curvature.
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Introduction
Mes recherches ont porte´ sur la ge´ome´trie et l’analyse sur les varie´te´s
riemanniennes compactes de dimension ≥ 4. Dans ce rapport, j’ai regroupe´
mes travaux suivant quatre the`mes principaux :
1. Les formes doubles : Notre objectif initial e´tait l’e´tude du produit
exte´rieur sur les formes doubles, dit produit de ”Kulkarni-Nomizu”,
en vue de pouvoir manipuler des courbures d’ordre supe´rieur. En par-
ticulier, les courbures de Gauss-Bonnet-Weyl, les (p, q)-courbures et
les ope´rateurs de courbure de Weitzenbo¨ck. Pour illustrer cette ide´e,
signalons que l’inte´grand de Gauss-Bonnet, qui a la re´putation d’eˆtre
une expression tre`s complique´e, s’e´crit tout simplement comme une
puissance du tenseur de courbure (vue en tant qu’une forme double).
Aussi, l’exemple de l’ope´rateur de courbure qui apparait dans la for-
mule de Weitzenbo¨ck est significatif, voir chapitre 4.
J’ai aussitoˆt constate´ que cette e´tude a son inte´reˆt propre. Les formes
doubles se pre´sentent naturellement comme une ge´ne´ralisation des
formes diffe´rentielles. Il s’agit alors de ge´ne´raliser toute la the´orie clas-
sique aux formes doubles. C’est un domaine qui a` mon avis reste encore
largement inexploite´.
2. Courbures de Gauss-Bonnet-Weyl et ge´ne´ralisations : Les cour-
bures de Gauss-Bonnet-Weyl sont les invariants de courbure qui ap-
paraˆıssent dans la ce´le`bre formule des tubes de Weyl. Elles forment
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une interpolation entre la courbure scalaire usuelle et l’inte´grand de
Gauss-Bonnet.
On a de´montre´ que les courbures totales associe´es satisfont, comme
pour le cas de la courbure scalaire totale, des formules de variation re-
marquables. Celles-ci donnent naissance a` des tenseurs a` divergences
nulles du meˆme type que le tenseur d’Einstein usuel. Ces re´sultats
nous ont amene´ naturellement a` des ge´ne´ralisations du proble`me de
Yamabe pour la courbure scalaire et des varie´te´s d’Einstein.
Par ailleurs, on a ge´ne´ralise´ la formule d’Avez pour l’inte´grand de
Gauss-Bonnet en dimension 4 aux dimensions supe´rieures. On en a
de´duit en particulier, sous certaines hypothe`ses ge´ome´triques, la non-
ne´gativite´ des courbures de Gauss-Bonnet-Weyl. Ces hypothe`ses se-
ront ensuite caracte´rise´es ge´ome´triquement a` l’aide des (p, q)-courbures.
Ces dernie`res ge´ne´ralisent en meˆme temps les p-courbures et les cour-
bures de Gauss-Bonnet-Weyl. On a de´montre´ e´galement un the´ore`me
de Schur pour ces courbures et e´tudie´ leurs proprie´te´s ge´ome´triques.
3. Positivite´ de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl : La
seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl, note´e h4, est un invariant
scalaire qui est quadratique en R : le tenseur de courbure de Riemann.
Pre´cise´ment,
h4 = ‖R‖
2 − ‖cR‖2 +
1
4
‖c2R‖2.
Une proprie´te´ importante de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl est qu’elle est non-ne´gative pour les me´triques d’Einstein. D’ou`
l’inte´reˆt majeur de classifier les varie´te´s de dimension ≥ 4 admettant
une me´trique a` seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl non-ne´gative.
Ceci est un grand projet de recherche et se pre´sente comme la suite
naturelle du proble`me similaire sur la courbure scalaire.
On a alors utilise´ les techniques de chirurgies, submersions rieman-
niennes et des actions de groupe de Lie pour construire des classes de
me´triques a` seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl positive. Aussi
nous avons pu e´tablir des liens avec la positivite´ de la courbure section-
nelle, de la courbure isotrope et de la p-courbure. Les re´sultats obtenus
montrent une forte analogie entre le comportement de la positivite´ de
la courbure scalaire et celle de h4. Voici quelques exemples :
(a) La classe des varie´te´s compactes a` h4 > 0 est stable sous chirur-
gies en codimension > 4.
(b) Pour les varie´te´s compactes qui sont les espaces totaux pour des
submersions riemanniennes, il suffit que les fibres soient a` h4 > 0
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pour pouvoir construire une me´trique a` h4 > 0 sur l’espace total.
(c) Soit n > 5. Tout groupe de pre´sentation finie peut eˆtre re´alise´
comme le groupe fondamental d’une varie´te´ de dimension n a`
h4 > 0.
En contre partie, il y a des diffe´rences subtiles entre la positivite´ de
ces deux courbures. En effet, on sait qu’une varie´te´ compacte admet-
tant une me´trique a` courbure sectionnelle ne´gative ne peut pas porter
de me´triques a` courbure scalaire positive (c’est un re´sultat de Gro-
mov). En revanche, il n’y a pas de proble`me d’incompatibilite´ entre
la ne´gativite´ de la courbure sectionnelle et la positivite´ de h4. Ceci
est illustre´ tout simplement par l’exemple d’une varie´te´ a` courbure
constante ne´gative arbitraire !.
4. Courbure isotrope positive : La courbure isotrope a e´te´ introduite
par Micallef et Moore pour les varie´te´s de dimension ≥ 4. Cette cour-
bure joue le meˆme roˆle dans l’e´tude de la stabilite´ des 2-sphe`res har-
moniques et dans celle des surfaces minimales, que celui exerce´e par
la courbure sectionnelle dans l’e´tude de la stabilite´ des ge´ode´siques.
L’e´xistence d’une me´trique riemannienne a` courbure isotrope positive
sur une varie´te´ compacte entraˆıne l’annulation des groupes d’homoto-
pies πi(M) pour 2 ≤ i ≤ [n/2].
On a e´tabli une relation e´troite entre la courbure isotrope et la (n−4)-
courbure, ou` n est la dimension de la varie´te´ en question. En effet, ces
deux courbures se distinguent seulement par un terme en la courbure
de Weyl, et par conse´quent, elles co¨ıncident dans le cas conforme´ment
plat. J’ai alors utilise´ cette analogie pour adapter mes re´sultats de
the`se sur la p-courbure au cas de la courbure isotrope.
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Premie`re partie
Formes doubles et courbures
riemanniennes
1 Les formes doubles
Le tenseur covariant de courbure de Riemann est antisyme´trique par rap-
port aux deux premiers variables ainsi que par rapport aux deux derniers.
On pourra alors le conside´rer comme une forme biline´aire sur l’espace des
bivecteurs. C’est un exemple typique d’une forme double syme´trique d’ordre
(2,2).
Un deuxie`me exemple est le tenseur de Thorpe [Tho, Ste]. C’est un tenseur
de courbure d’ordre supe´rieur ayant pour courbure sectionnelle les courbures
de Gauss-Kronecker. Celui-ci pre´sente les meˆmes proprie´te´s d’antisyme´trie
par rapport aux p-premiers variables et par rapport aux p-derniers. C’est
une forme double syme´trique d’ordre (p, p). Un troisie`me exemple significa-
tif de forme double syme´trique est l’ope´rateur de courbure de Weitzenbo¨ck.
Ce dernier sera e´tudie´ dans le chapitre 4.
D’autres exemples naturels de formes doubles en ge´ome´trie riemannienne
sont la courbure de Ricci, le tenseur d’Einstein, le tenseur de courbure de
Weyl, le tenseur de Schouten, la seconde forme fondamentale,....
Le produit exte´rieur usuel sur les formes se ge´ne´ralise naturellement aux
formes doubles. On obtient alors le produit dit de ”Kulkarni-Nomizu”.
Ce produit a le me´rite de rendre maniable des expressions naturelles, mais
complique´es, en la courbure de Riemann. Un exemple signifiant est l’inte´grand
de Gauss-Bonnet. Il s’e´crit tout simplement, a` une constante pre`s, comme
une puissance du tenseur de courbure de Riemman. Un autre exemple est
l’ope´rateur de courbure de la formule de Weitzenbo¨ck, voir chapitre 4.
Les formes doubles ont e´te´ introduites pour la premie`re fois par De Rham,
ensuite reprises et de´voloppe´es dans les anne´es 70 par Kulkarni [Kul], No-
mizu [Nom], Gray[Gra], Kowalski [Kow].... Elles sont aussi e´tudie´es en phy-
sique mathe´matique, voir les travaux re´cents de Senovilla [Sen] et les re´fe´rences
qui y sont cite´es.
Dans ce chapitre, on se propose de pre´senter notre contribution dans ce su-
jet. Il s’agit essentiellement de re´sultats techniques mais d’utilite´ majeure
pour la suite de notre e´tude.
Pour fixer les notations commenc¸ons par les de´finitions :
Soit (V, g) un espace vectoriel Euclidien (oriente´) re´el de dimension n. Dans
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la suite on identifiera, sans le signaler, les espaces vectoriels et leurs duaux via
les structures Euclidiennes. Soit Λ∗V =
⊕
p≥0 Λ
∗pV (resp. ΛV =
⊕
p≥0 Λ
pV )
l’alge`bre des p-formes (resp. p-vectors) sur V . En prenant des produits tenso-
riels, on de´finit l’espace des formes doubles D = Λ∗V ⊗ Λ∗V =
⊕
p,q≥0D
p,q
ou` Dp,q = Λ∗pV ⊗ Λ∗qV . C’est une alge`bre bi-gradue´e associative, ou` la
multiplication est note´e par un point, celui ci sera omis de`s que convenable.
Rappelons que tout e´le´ment du produit tensoriel Dp,q = Λ∗pV ⊗Λ∗qV peut
eˆtre canoniquement identifie´ a` une forme biline´aire ΛpV × ΛqV → R. Ceci
e´tant une forme multiline´aire antisyme´trique par rapport aux p-premiers
arguments ainsi qu’aux q-derniers. Sous cette identification, le produit de
ω1 ∈ D
p,q et ω2 ∈ D
r,s est donne´ par
ω1.ω2(x1 ∧ ... ∧ xp+r, y1 ∧ ... ∧ yq+s)
=
1
p!r!s!q!
∑
σ∈Sp+r ,ρ∈Sq+s
ǫ(σ)ǫ(ρ)ω1(xσ(1) ∧ ... ∧ xσ(p); yρ(1) ∧ ... ∧ yρ(q))
ω2(xσ(p+1) ∧ ... ∧ xσ(p+r); yρ(q+1) ∧ ... ∧ yρ(q+s)).
En particulier, le produit du produit scalaire g avec lui meˆme k-fois de´termine
le produit scalaire canonique sur ΛpV . Pre´cise´ment on a
gk(x1 ∧ ... ∧ xk, y1 ∧ ... ∧ yk) = k! det[g(xi, yj)].
1.1 L’application de multiplication par gk
L’application de multiplication par gk dans D joue un roˆle fondamen-
tal dans l’e´tude des formes doubles. On a montre´ le re´sultat suivant qui
ge´ne´ralise un lemme duˆ a` Kulkarni [Kul] dans le cas k = 1 :
Proposition 1.1 ([Lab7]) L’application de multiplication par gk est une
application injective sur Dp,q de`s que p+ q + k < n+ 1.
Ce re´sultat nous a permis d’une part de simplifier des calculs autrement tre`s
complique´s, voir chapitre 3 et d’autres exemples de calculs simplifie´s dans
[Lab7, Lab11], et d’autre part de mieux comprendre la structure de l’alge`bre
des formes doubles.
Une deuxie`me application fondamentale dansD est l’application de contrac-
tion c. Elle envoie Dp,q sur Dp−1,q−1 et elle est l’adjointe de la multiplication
par g comme on le verra dans la section ci-dessous.
Ces deux applications ne commutent pas en ge´ne´ral. Dans [Lab7] on a e´tabli
apre`s un calcul de´licat, une formule explicite pour la diffe´rence ckgl − glck.
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Cette formule a e´te´ l’ingre´dient principal dans l’e´laboration de la proposi-
tion pre´ce´dente.
Signalons au passage que, contrairement a` toute impression spontane´e, notre
proposition ne peut pas eˆtre obtenue par de simples applications successives
du lemme de Kulkarni.
Passons maintenant au produit scalaire sur D. Le produit scalaire cano-
nique sur Λ∗pV induit naturellement un produit scalaire sur les espaces
Dp,q = Λ∗pV ⊗ Λ∗qV . On le notera par <,>.
On e´tend <,> a` D en posant Dp,q ⊥ Dr,s si p 6= r ou si q 6= s.
Dans la proposition suivante on a montre´ que la contraction dans D est
l’adjointe de la multiplication par g :
Proposition 1.2 ([Lab7]) Pour tout ω1, ω2 ∈ D on a
< gω1, ω2 >=< ω1, cω2 > . (1)
En particlier, pour tout k ≥ 1, on a < gkω1, ω2 >=< ω1, c
kω2 >.
1.2 L’ope´rateur de Hodge ge´ne´ralise´
On suppose que l’espace V est oriente´. L’ope´rateur de Hodge ∗ : ΛpV ∗ →
Λn−pV ∗ s’e´tend de manie`re naturelle pour donner un ope´rateur line´aire ∗ :
Dp,q → Dn−p,n−q. Pour ω = θ1 ⊗ θ2 on pose
∗ω = ∗θ1 ⊗ ∗θ2.
Notons que ∗ω(., .) = ω(∗., ∗.) en tant que forme biline´aire. Plusieurs pro-
prie´te´s de l’ope´rateur de Hodge usuel se ge´ne´ralisent alors naturellement,
voir [Lab7, Lab9].
L’ ope´rateur de Hodge ge´ne´ralise´ s’est re´ve´le´ un outil tre`s utile dans notre
e´tude et nous a permis, en particulier, d’ e´tablir une deuxie`me formule simple
reliant l’application de contraction c a` la multiplication par g :
Proposition 1.3 ([Lab7]) Pour tout ω ∈ D, on a
gω = ∗c ∗ ω. (2)
En particulier, pour tout k ≥ 1 et ω ∈ Dp,p, on a gkω = ∗ck ∗ ω.
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Mentionnons au passage que l’ope´rateur de Hodge peut eˆtre e´tendu aux
formes doubles selon deux autres manie`res supple´mentaires. Pour ω comme
ci-dessus on pose ∗1ω = ∗θ1 ⊗ θ2 et ∗2ω = θ1 ⊗ ∗θ2. Les ope´rateurs ainsi
obtenus ont l’inconve´nient de ne pas conserver la symme´trie mais ils ont leurs
inte´reˆts propres. Voir les travaux re´cents de [Sen] pour des applications en
physique mathe´matique de ces diffe´rentes extensions.
1.3 De´composition orthogonale
Notre objectif ici est de ge´ne´raliser, aux tenseurs de courbures d’ordre
supe´rieur, la de´composition standard du tenseur de courbure de Riemann
R, qui rappelons le affirme que :
R =W +
1
n− 2
(c(R) −
1
n
g.c2(R))g +
1
2n(n− 1)
c2(R).g2.
Ou` W , cR et c2R de´signent re´spectivement les courbures de Weyl, Ricci et
la courbure scalaire.
On se place, comme on l’a fait jusqu’ici, dans le cadre alge´brique. Re-
marquons que pour ω1 ∈ ker c, gω2 ∈ gD
p,q et en utilisant (1), on a <
ω1, gω2 >=< cω1, ω2 >= 0. On obtient alors (pour des raisons de dimen-
sion) la de´composition orthogonale Dp+1,q+1 = Ker c ⊕ gDp,q, et ceci pour
tout p, q ≥ 0 tels que p+q ≤ n−1. Si on note par Ep,q le noyau ker c ⊂ Dp,q,
on obtient par conse´quent la de´composition orthogonale suivante de Dp,q :
Dp,q = Ep,q ⊕ gEp−1,q−1 ⊕ g2Ep−2,q−2 ⊕ ...⊕ grEp−r,q−r, (3)
ou` r = min{p, q}. Pour une forme double donne´e, on a pu e´tablir une for-
mule explicite pour ses diffe´rentes composantes suivant la de´composition
pre´ce´dente comme suit :
The´ore`me 1.4 ([Lab7]) Suivant la de´composition orthogonale (3), toute
ω ∈ Dp,p se de´compose comme suit
ω = ωp + g.ωp−1 + ...+ g
p.ω0,
ou` ω0 =
(n−p)!
p!n! c
p(ω), et pour 1 ≤ k ≤ p on a
ωk =
(n− p− k)!
(p− k)!(n − 2k)!
[
cp−k(ω) +
k∑
r=1
(−1)r∏r−1
i=0 (n− 2k + 2 + i)
gr
r!
cp−k+r(ω)
]
.
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On retrouve, en particulier, la de´composition standard cite´e ci-dessus du
tenseur de courbure de Riemann pour p = 2 et ω = R.
Notons par ailleurs que pour ω ∈ Dp,p, la composante ωp = conω de´pend
seulement de la classe conforme de la me´trique g. Elle ge´ne´ralise alors le ten-
seur de courbure de Weyl. Cette constatation a amene´ Nasu a` e´tudier dans
[Nas2] une ge´ne´ralisation des varie´te´s conforme´ment plates : les varie´te´s
q-conforme´ment plates. Celles-ci sont caracte´rise´es par l’annulation de la
composante ω2q du tenseur de courbure de Gauss-Kronecker R
q.
Enfin, signalons que la de´composition pre´ce´dente n’est pas en ge´ne´ral irre´ductible
sous l’action du groupe orthogonal. Ceci e´tant essentiellement duˆ au fait que
les sous-espaces ve´rifiant la premie`re identite´ de Bianchi sont invariants, voir
[Kul].
1.4 L’alge`bre des structures de courbure
Notons par Cp les e´le´ments syme´triques de Dp,p. Suivant Kulkarni, on
de´finit l’alge`bre des structures de courbure comme la sous-alge`bre commu-
tative C =
⊕
p≥0 C
p.
Rappelons que la premie`re somme de Bianchi, note´e ici par B, envoie
Dp,q dans Dp+1,q−1. Le noyau kerB est stable par la multiplication dans D.
On appelera alors la sous-alge`bre commutative C1 = C ∩ kerB, l’alge`bre des
structures de courbure ve´rifiant la premie`re identite´ de Bianchi.
Notons par Ep1 les e´le´ments a` trace nulle dans C
p
1 . Il est utile de mentionner
ici que Kulkarni [Kul] a de´montre´ que Ep1 est irre´ductible sous l’action du
groupe orhogonal. Il en a par conse´quent e´tabli la de´composition orthogonale
de Cp1 en composantes irre´ductibles comme suit :
Cp1 = E
p
1 ⊕ gE
p−1
1 ⊕ g
2Ep−21 ⊕ ...⊕ g
pE01 .
Comme pour le cas du tenseur de courbure de Riemann, toute structure
de courbure ω ∈ C1 est comple`tement de´termine´e a` partir de sa courbure
sectionnelle. De plus, une structure de courbure ω ∈ Cp satisfait la premie`re
identite´ de Bianchi si et seulement s’il en est de meˆme pour ∗ω. Nous avons
utilise´ ces constatations pour e´tablir une formule explicite pour l’ope´rateur
de Hodge. Le re´sultat est :
The´ore`me 1.5 ([Lab7]) Soit ω ∈ Cp1 et 1 ≤ p ≤ n, alors on a
∗ω =
p∑
r=max{0,2p−n}
(−1)r+p
r!
gn−2p+r
(n− 2p + r)!
crω.
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De plus, suivant la de´composition (3), pour ω =
∑p
i=0 g
p−iωi on a :
∗ω =
min{p,n−p}∑
i=0
(p − i)!(−1)i
1
(n − p− i)!
gn−p−iωi.
Remarquons que pour n = 2p, l’ope´rateur de Hodge ge´ne´ralise´ ne de´pend
que de la classe conforme de la me´trique g. En effet, les termes grcrω restent
inchange´s apre`s un changement conforme de la me´trique.
1.5 La seconde somme de Bianchi et l’ope´rateur Hessien
ge´ne´ralise´
Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne de dimension n et TmM son es-
pace tangent au point m ∈ M . On notera aussi par Dp,q, Cp, Cp1 ... les fibre´s
vectoriels sur M ayant pour fibres en m, les espaces Dp,q(TmM), C
p(TmM),
Cp1(TmM)....
On remarque que tous les re´sultats alge´briques pre´ce´dents sont encore va-
lables sur l’anneau des sections de ces fibre´s. Le produit scalaire des sections
e´tant bien e´videmment le produit scalaire inte´gral.
La seconde somme de Bianchi D envoie Dp,q dans Dp+1,q. Sa restriction a`
Dp,0 co¨ıncide avec −d, ou` d est l’ope´rateur de de´rivation exte´rieur sur les
p-formes. Une deuxie`me extension naturelle de d est l’ope´rateur D˜. Il est
analogue a` D mais en revanche envoie Dp,q sur Dp,q+1. Pre´cise´ment, pour
ω ∈ Dp,q, on pose
(D˜ω)(x1∧...∧xp, y1∧...∧yq+1) =
q+1∑
j=1
(−1)j∇yjω(x1∧...∧xp, y1∧...∧yˆj∧...∧yq+1).
Notons qu’en ge´ne´ral, contrairement a` la de´rivation exte´rieure ordinaire, on
n’a ni D2 = 0 ni D˜2 = 0.
On introduit maintenant l’ope´rateur δ = cD˜ + D˜c qui est de´fini sur les
formes doubles et ge´ne´ralise l’ope´rateur δ classique sur les formes. Par un
calcul direct on a montre´ que :
Proposition 1.6 ([Lab9]) Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne oriente´e,
D sa seconde somme de Bianchi, et ∗ l’ope´rateur ge´ne´ralise´ de Hodge. Alors,
pour toute (p, q)-forme ω sur M telle que p ≥ 1 on a
δω = ∗D ∗ ω.
11
De plus, si M est compacte, l’ope´rateur (−1)p+1+(p+q)(n−p−q)δ : Dp+1,q →
Dp,q est l’adjoint formel de l’ope´rateur D.
Cette dernie`re proposition e´tend aux formes doubles un re´sultat classique
pour les formes diffe´rentielles.
D’une manie`re similaire, on introduit l’ope´rateur δ˜ = cD +Dc. Alors pour
toute (p, q)-forme ω avec q ≥ 1 on montre que δ˜ω = ∗D˜ ∗ω. Aussi, pour une
varie´te´ compacte, l’adjoint formel de D˜ est l’ope´rateur (−1)q+1+(p+q)(n−p−q)δ˜ :
Dp,q+1 → Dp,q.
Finalement, en combinant les ope´rateurs pre´ce´dents, on de´finit l’ope´rateur
DD˜ + D˜D qui envoie, pour tout p, Cp dans Cp+1. Il ge´ne´ralise l’ope´rateur
Hessien usuel sur les fonctions (p = 0).
Il est remarquable que ce Hessien ge´ne´ralise´ apparaˆıt naturellement dans la
premie`re variation du tenseur de courbure de Riemann une fois conside´re´
comme une forme double syme´trique, voir chapitre 2. Son adjoint formel est
donne´, d’apre`s ce qui pre´ce`de, par
(−1)n−p−q−1[δ˜δ + δδ˜] = (−1)n(p+q) ∗ [D˜D +DD˜]∗ : Cp+1 → Cp. (4)
2 Les courbures de Gauss-Bonnet-Weyl
2.1 Introduction
Les fonctions syme´triques paires sur les valeurs propres de la seconde
forme fondamentale d’une hypersurface de l’espace Euclidien sont intrinse`ques.
Elles peuvent alors eˆtre de´finies pour n’importe quelle varie´te´ riemannienne
et on les appelle alors courbures de Gauss-Bonnet-Weyl. Elles forment une
interpolation entre la courbure scalaire usuelle et l’inte´grand de Gauss-
Bonnet et apparaˆıssent toutes dans la ce´le`bre formule des tubes de Weyl
[Wey].
Ces courbures ge´ne´ralisent naturellement la courbure scalaire. De plus, elles
ont le me´rite de satisfaire une formule de variation semblable a` celle satis-
faite par la courbure scalaire. Cette formule donne naissance a` des tenseurs
d’Einstein ge´ne´ralise´s, dits d’Einstein-Lovelock. Ils sont e´galement, comme
le tenseur d’Einstein usuel, a` divergence nulle.
On va tout d’abord commencer par la de´finition pre´cise des ces courbures,
ensuite on donnera quelques exemples pour mieux situer ces invariants parmi
les autres courbures bien connues.
Soit R le tenseur de courbure de Riemann d’une varie´te´ riemannienne (M,g)
de dimension n. On note par Rq le produit de R avec lui meˆme q-fois dans
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l’anneau de courbure. Soulignons que les tenseurs Rq co¨ıncident avec les
tenseurs de courbure de Gauss-Kronecker.
Il n’est pas inutile de rappeler que Rq, ainsi que tous les tenseurs gpRq et
∗gpRq, satisfont la premie`re identite´ de Bianchi.
Pour 1 ≤ 2q ≤ n, la (2q)-ie`me coubure de Gauss-Bonnet-Weyl, note´e par
h2q, est la contraction comple`te du tenseur R
q. Pre´cise´ment, on pose
h2q =
1
(2q)!
c2qRq.
La de´nomination de ces courbures est justifie´e par les faits suivants :
Notons que h2 =
1
2c
2R est la moitie´ de la courbure scalaire. Pour n paire
(n = dimM), la courbure hn co¨ıncide, a` un facteur constant pre`s, avec
l’inte´grand de Gauss-Bonnet. De plus, pour tout k, 1 ≤ 2k ≤ n, la courbure
h2k co¨ıncide, a` un facteur constant pre`s, avec les invariants de courbures qui
apparaˆıssent naturellement dans la formule des tubes de Weyl.
Signalons enfin qu’en utilisant la formule explicite de l’ope´rateur de Hodge
ge´ne´ralise´, on peut re´e´crire ces courbures comme suit :
h2q = ∗
1
(n− 2q)!
gn−2qRq.
Voici, ci-dessous quelques exemples, pour plus de de´tailles voir [Lab7, Lab8] :
– Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne a` courbure sectionnelle constante
λ, alors pour tout q, la courbure h2q est constante et e´gale a`
h2q =
λqn!
2q(n− 2q)!
.
– Soient (M,g) une hypersurface de l’espace Euclidien et λ1 ≤ λ2 ≤
... ≤ λn les valeurs propres de sa seconde forme fondamentale B en un
point donne´. Alors en ce point on a,
h2q =
(2q)!
2q
∑
1≤i1<...<i2q≤n
λi1 ...λi2q .
Par conse´quent, les courbures h2q co¨ıncident, a` un facteur constant
pre`s, avec les fonctions syme´triques s2q des valeurs propres de B.
– Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne conforme´ment plate. Il est bien
connu que son tenseur de courbure est alors de´termine´ par le tenseur
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de Schouten h, pre´cise´ment R = gh.
Un calcul direct montre que les courbures h2q co¨ıncident, a` un facteur
constant pre`s, avec les fonctions syme´triques des valeurs propres de
h. Ces courbures ont e´te´ re´cemment e´tudie´es par Gursky, Viaclovsky,
Trudinger,..., voir [Gu-Vi, STW]. Ils ont, en particulier, prouve´ une
ge´ne´ralisation du proble`me de Yamabe pour ces courbures.
2.2 Les tenseurs d’Einstein-Lovelock
Apre`s la me´trique elle meˆme, le tenseur d’Einstein est, a` un facteur
constant pre`s, l’unique combinaison line´aire de la me´trique et de sa courbure
de Ricci a` eˆtre a` divergence nulle.
En remplac¸ant la courbure de Ricci cR par la courbure de Ricci ge´ne´ralise´e
c2q−1Rq et en imposant les meˆmes conditions cite´es ci-dessus on obtient le
tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2q.
Ces tenseurs peuvent eˆtre introduits d’une autre manie`re, comme suit :
Rappelons d’abord qu’on obtient le tenseur d’Einstein, ou plus pre´cise´ment
sa courbure sectionnelle dans une direction v, en contractant comple`tement
le tenseur de courbure de Riemann dans les directions orthogonales a` v.
D’une manie`re similaire, en remplac¸ant le tenseur de Riemann par le tenseur
de Gauss-Kronecker on obtient les tenseurs d’Einstein-Lovelock.
La de´finition pre´cise est comme suit :
De´finition 2.1 Le tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2q, note´ T2q, est
de´fini par
T2q = h2qg −
1
(2q − 1)!
c2q−1Rq. (5)
Le tenseur 1(2q−1)!c
2q−1Rq est l’analogue du tenseur de Ricci pour le tenseur
Rq. Remarquons alors l’analogie avec le tenseur d’Einstein. En particulier,
pour q = 1, on retrouve ce dernier i.e. T2 =
1
2c
2Rg − cR.
Notons que ces tenseurs ne satisfont pas ge´ne´ralement la deuxie`me identite´
de Bianchi, en revanche ils sont a` divergences nulles.
La nullite´ de la divergence pour les tenseurs d’Einstein-Lovelock est une
conse´quence du fait ge´ne´ral suivant : si une fonctionnelle riemannienne ad-
met un gradient L2, ce gradient est a` divergence nulle. Cette remarque est
duˆe a` D. Bleecker et remonte en fait a` Hilbert, voir le chapitre 4 de Besse
[Bes].
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2.3 Une formule de variation
Soit M une varie´te´ C∞ (oriente´e) et compacte de dimension n, et soit
M l’espace des me´triques riemanniennes C∞ sur M muni d’une L2-norme
naturelle de Sobolev. Celui-ci nous permettra de parler de fonctionnelles
diffe´rentiablesM→ R. Une fonctionnelle F :M→ R est dite riemannienne
si elle est invariante sous l’action du groupe des diffe´omorphismes. On dit
que F a un gradient en g s’il existe un tenseur syme´trique a ∈ C1 tel que
pour tout tenseur syme´trique h ∈ C1 on a
F ′gh =
d
dt
|t=0 F (g + th) =< a, h >,
ou` C1 repre´sente l’espace des tenseurs syme´triques dans Λ∗M⊗Λ∗M et <,>
le produit scalaire inte´gral.
Rappelons que la fonctionnelle classique de courbure scalaire totale est
de´finie par
S(g) =
∫
M
c2Rµg,
ou` c2R repre´sente la courbure scalaire de g et µg l’e´le´ment de volume de g.
Les points critiques de cette fonctionnelle, une fois restreinte a` M1 = {g ∈
M : vol(g) = 1}, sont les me´triques d’Einstein.
La fonctionnelle riemannienne suivante ge´ne´ralise d’une manie`re naturelle
S :
H2k(g) =
∫
M
h2kµg,
Remarquons que pour k = 1, H2 = S/2 est la moitie´ de S. Aussi, si la
dimension n de M est paire, alors Hn ne de´pend plus de la me´trique. Elle
est, a` un facteur constant pre`s, la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de M .
M. Berger a de´montre´, voir [Ber], que le gradient de H4, comme le gradient
de S, de´pend seulement du tenseur de courbure de Riemann R et non pas
de ses de´rive´es covariantes. Il a alors pose´ la question si ce phe´nome`ne reste
vrai pour toutes les autres H2k.
Le the´ore`me suivant donne une re´ponse affirmative a` cette question :
The´ore`me 2.1 ([Lab9]) Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne compacte
de dimension n. Pour tout entier k, tel que 2 ≤ 2k ≤ n, la fonctionnelle
H2k est diffe´rentiable, et en g on a
H ′2kh =
1
2
< T2k, h > .
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Ou` T2k est le tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2k de´fini ci-dessus.
Remarquons que pour k = 1, on a H ′2h =
1
2 < T2, h >=
1
2 <
scal
2 g−Ric, h > .
Ceci n’est autre que la formule classique pour la courbure scalaire totale.
Aussi, pour 2k = n, on obtient H ′nh =
1
2 < Tn, h >= 0. Ceci e´tant pre´visible
carHn ne de´pend plus de la me´trique, comme l’affirme le the´ore`me de Gauss-
Bonnet.
Notons que ce re´sultat a e´te´ premie`rement e´tabli par Lovelock [Lov] en
utilisant le calcul tensoriel classique. Cet article [Lov] reste tre`s peu connu
dans les milieux mathe´matiques.
Esquisse de la de´monstration. On note tout d’abord que la de´rive´e
directionnelle du tenseur de courbure de Riemann vu comme une forme
double syme´trique s’e´crit :
R′h =
−1
4
(DD˜ + D˜D)(h) +
1
4
Fh(R). (6)
ou` (DD˜ + D˜D) est l’ope´rateur Hessien ge´ne´ralise´, voir chapitre 1, et pour
tout h ∈ C1, Fh : C → C est un ope´rateur auto-adjoint qui agit par
de´rivations sur C. En particulier,
Fh(R) = h(R(x, y)z, u) − h(R(x, y)u, z) + h(R(z, u)x, y) − h(R(u, z)x, y).
Ensuite, on calcule la de´rive´e directionnelle de h2k en g. On obtient,
h′2kh =
−1
2
<
c2k−1
(2k − 1)!
Rk, h > +(−1)n
k
4
(δδ˜ + δ˜δ)
(
∗(
gn−2k
(n − 2k)!
Rk−1h)
)
.
Ou` (δδ˜ + δ˜δ) esl l’adjoint formel du Hessien (DD˜ + D˜D), voir chapitre 1.
Enfin, la preuve s’ache`ve en utilisant le the´ore`me de Stockes comme suit
H ′2k.h =
∫
M
(
h′2k.h+
h2k
2
trgh
)
µg
= −
1
2
<
c2k−1
(2k − 1)!
Rk, h > +
h2k
2
< g, h >
=
1
2
< h2kg −
c2k−1
(2k − 1)!
Rk, h >=
1
2
< T2k, h > .
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2.4 Le proble`me de Yamabe ge´ne´ralise´
Comme conse´quence directe du the´ore`me pre´ce´dent, on a de´montre´ que :
Proposition 2.2 ([Lab9]) Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne compacte
de dimension n > 2k. La courbure de Gauss-Bonnet-Weyl h2k est constante
si et seulement si la me´trique g est un point critique de la fonctionnelle H2k
restreinte a` l’ensemble Conf0(g) des me´triques ponctuellement conformes a`
g et ayant le meˆme volume total.
Il est alors naturel de se poser la question si pour tout k on a :
Dans toute classe conforme d’une me´trique riemannienne sur une varie´te´
compacte, il existe une me´trique riemannienne a` courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl h2k constante.
Le proble`me suivant, dit σk-proble`me de Yamabe, est e´troitement lie´ a` la
question pre´ce´dente. Elle est actuellement l’objet de recherches intensives,
voir le compte rendu de Viacklovsky [Via], et on peut l’e´noncer comme suit :
Notons par σk les fonctions syme´triques des valeurs propres du tenseur de
Schouten. Pour tout k, il existe dans chaque classe conforme d’une me´trique
donne´e sur une varie´te´ compacte, une me´trique riemannienne a` courbure σk
constante.
Ces deux proble`mes co¨ıncident dans le cas conforme´ment plat si k est
pair, puisque les deux courbures h2k et σ2k co¨ıncident a` un facteur constant
pre`s. Aussi, dans le cas k = 1, les deux proble`mes co¨ıncident avec le ce´le`bre
proble`me de Yamabe.
Le σk-proble`me de Yamabe a e´te´ re´cemment re´solu pour k > n/2 par Gursky
et Viaclovsky [Gu-Vi] en supposant que la me´trique est “admissible”. En-
suite Sheng, Trudinger et Wang [STW] ont comple´te´ les cas ou` 2 ≤ k ≤ n/2
en imposant en plus que l’e´quation en question soit variationnelle.
Notons toutefois qu’auparavant ce meˆme proble`me a e´te´ re´solu dans le cas
conforme´ment plat par Li et Li [Li-Li] et Guan et Wang [Gu-Wa].
Soulignons enfin que, contrairement a` ce qu’on peut comprendre de [STW],
les fonctions h2k sont en ge´ne´ral diffe´rentes des fonctions syme´triques des
valeurs propres de l’ope´rateur de courbure. Ces dernie`res sont au nombre de
n(n − 1)/2 qui est nettement plus grand que n/2. Aussi, on peut se rendre
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compte de la diffe´rence entre ces courbures en conside´rant le cas d’une hy-
persurface de l’espace Euclidien ou meˆme dans le cas conforme´ment plat.
Toutefois, il serait utile d’e´tablir des relations alge´briques entre ces inva-
riants.
2.5 Varie´te´s d’Einstein ge´ne´ralise´es
Les me´triques d’Einstein usuelles sont les points critiques de la fonc-
tionnelle de la courbure scalaire totale, une fois restreinte aux me´triques de
volume 1. Par analogie, en conside´rant les points critiques de la fonction-
nelle de la courbure de Gauss-Bonnet-Weyl totale on obtient des varie´te´s
d’Einstein ge´ne´ralise´es. Plus pre´cise´ment :
Pour 2 ≤ 2k ≤ n, on dira que (M,g) est une varie´te´ (2k)-Einstein si le
tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2k est proportionel a` la me´trique, i.e.
T2k = λg.
Du fait que les tenseurs T2k sont a` divergence nulle, la fonction λ est alors
constante. Remarquons aussi que les varie´te´s 2-Einstein sont les varie´te´s
d’Einstein usuelles. De plus, pour n = 2k, on a T2k = 0, alors toute me´trique
riemannienne sur une varie´te´ de dimension n est n-Einstein.
La classe des varie´te´s d’Einstein ge´ne´ralise´es d’ordre 2k contient les varie´te´s
a` courbure sectionnelle constante et toutes les varie´te´s homoge`nes a` isotro-
pie irre´ductible munies de leurs me´triques riemanniennes naturelles.
Dans les lignes qui suivent, je vais pre´senter quelques remarques sur ces
me´triques. :
– Soit M une varie´te´ riemannienne de dimension n, le produit rieman-
nien standard M ×Rq est tel que T2k = 0 pour 2k ≥ n, mais T2 n’est
pas en ge´ne´ral identiquement nulle. Cet exemple nous ame`ne a` penser
naturellement que la condition pour une me´trique d’eˆtre d’Einstein
au sens usuel est plus forte. Cependant, ceci n’est pas toujours le cas
comme le montre le contre exemple suivant :
– Soit M une varie´te´ riemannienne de dimension 4 Ricci-plate mais pas
plate, par exemple une surface K3 munie de la me´trique de Calabi-
Yau. Si T q est le tore plat, alors le produit riemannien M × T q est
d’Einstein au sens usuel. En revanche celui-ci n’est pas 4-Einstein.
– Rappelons que, voir chapitre 1, le tenseur de Gauss-Kronecker admet
la de´composition suivante
Rq = ω2q + gω2q−1 + ...+ g
2q−1ω1 + g
2qω0
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On montre [Lab7] qu’une me´trique est (2q)-Einstein si et seulement si
la composante ω1 est identiquement nulle. Ceci ge´ne´ralise un re´sultat
similaire pour les me´triques d’Einstein usuelles.
3 Les (p, q)-courbures
3.1 Introduction
La me´trique g et le tenseur de courbure de Riemann R satisfont la
premie`re et la deuxie`me identite´ de Bianchi, alors il en est de meˆme pour
tous les produits gpRq. Par dualite´, les tenseurs ∗(gpRq) satisfont eux aussi
la premie`re identite´ de Bianchi et sont tous a` divergence nulle.
Ces tenseurs de (p, q)-courbure sont comple`tement de´termine´s a` partir de
leurs courbures sectionnelles. Ils englobent plusieurs courbures bien connues,
y compris, les courbures : scalaire, sectionnelle, de Gauss-Kronecker, toutes
les p-courbures, tous les invariants de courbure de la formule des tubes de
Weyl, ainsi que les courbures d’Einstein-Lovelock ...
Commenc¸ons tout d’abord par la de´finition :
De´finition 3.1 La (p, q)-courbure, note´e s(p,q), pour 1 ≤ q ≤
n
2 et 0 ≤ p ≤
n− 2q, est la courbure sectionnelle du (p, q)-tenseur de courbure suivant :
R(p,q) =
1
(n− 2q − p)!
∗
(
gn−2q−pRq
)
. (7)
Pre´cise´ment, pour un p-plan tangent, s(p,q)(P ) est la courbure sectionnelle
du tenseur 1(n−2q−p)!g
n−2q−pRq dans la direction du (n−p)-plan supple´mentaire
et orthogonal a` P .
Remarquons que les tenseurs R(p,q) satisfont la premie`re identite´ de Bianchi
mais en ge´ne´ral pas la deuxie`me. En revanche, ils sont toujours a` divergence
nulle. En effet,
δR(p,q) = δ
1
(n − 2q − p)!
∗
(
gn−2q−pRq
)
= ∗D
1
(n − 2q − p)!
(
gn−2q−pRq
)
= 0.
En particulier, on a montre´ que :
Proposition 3.1 (The´ore`me de Schur [Lab9]) Soit p, q ≥ 1. Si en tout
point m ∈M , la (p, q)-courbure est constante, alors elle est constante.
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Ces courbures ge´ne´ralisent plusieurs notions de courbures bien connues. No-
tons que pour q = 1, on a s(p,1) = sp, ou` sp est la p-courbure que j’avais
e´tudie´ dans ma the`se, voir ci-dessous. En particulier, s(0,1) est la moitie´ de la
courbure scalaire, et s(n−2,1) co¨ıncide avec la courbure sectionnelle de (M,g).
Aussi, pour p = 0 et 2q = n, s(0,n
2
) = ∗R
n/2 est, a` un facteur constant pre`s,
la courbure de Killing-Lipschitz. Plus ge´ne´ralement, la courbure s(n−2q,q)(P )
est, a` un facteur constant pre`s, la courbure de Killing-Lipschitz de P⊥. Cette
dernie`re n’est autre que la (2p)-courbure sectionnelle de´finie par Thorpe, voir
[Tho].
Pour p = 0, s(0,q) = ∗
1
(n−2q)!g
n−2qRq = 1(2q)!c
2qRq est la courbure de Gauss-
Bonnet-Weyl introduite dans le chapitre 2.
Finalement, pour p = 1, s(1,q) est la courbure sectionnelle du tenseur d’Einstein-
Lovelock e´tudie´e aussi dans le chapitre 2.
3.2 La p-courbure
Dans cette section, on va s’inte´resser au cas particulier q = 1. On retrouve
alors la p-courbure.
Rappelons que la p-courbure, note´e sp, est de´finie pour 0 ≤ p ≤ n − 2 en
e´tant la courbure sectionnelle du tenseur
1
(n− 2− p)!
∗ (gn−2−pR).
Pour un p-plan tangent enm ∈M , sp(P ) est la moitie´ de la courbure scalaire
en m de la sous varie´te´ totalement ge´ode´sique expm P
⊥ de M . Pour p = 0,
on retrouve la courbure scalaire usuelle, et pour p = n− 2 elle co¨ıncide avec
la courbure sectionnelle.
En utilisant les re´sultats du chapitre 1, on a de´montre´ aise´ment le the´ore`me
ci-dessous. Celui-ci e´tabli une caracte´risation ge´ome´trique des me´triques a`
courbure sectionnelle constante, des me´triques conforme´ment plates a` cour-
bure scalaire constante et aussi des me´triques d’Einstein. Signalons que des
re´sultats semblables ont e´te´ d’abord de´montre´s dans ma the`se et ensuite
par Chen-Dillen-Verstraelen-Vrancken dans [SDVV] en utilisant des calculs
assez longs !
The´ore`me 3.2 ([Lab7]) 1. Pour tout 2 ≤ p ≤ n − 2, la p-courbure
est constante si et seulement si (M,g) est a` courbure sectionnelle
constante.
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2. Pour tout 1 ≤ p ≤ n − 1, (M,g) est une varie´te´ d’Einstein si et
seulement si la fonction P → sp(P )− sn−p(P
⊥) = λ est constante. De
plus, si tel est le cas on a λ = n−2p2n c
2R.
3. Pour tout 2 ≤ p ≤ n−2 et p 6= n2 , la fonction P → sp(P )+sn−p(P
⊥) =
λ est constante si et seulement si (M,g) est a` courbure sectionnelle
constante. De plus, si tel est le cas on a λ = 2p(p−1)+(n−2p)(n−1)2n(n−1) c
2R.
4. Soit n = 2p, alors (M,g) est conforme´ment plate a` courbure scalaire
constante si et seulement si la fonction P → sp(P ) + sp(P
⊥) = λ est
constante. De plus, dans ce cas on aura λ = n−24(n−1)c
2R.
Ide´e de de´monstration. Les conditions pre´ce´dentes se lisent au niveau
des tenseurs de courbure correspondants comme e´tant proportionnels a` une
certaine puissance de la me´trique. On ache`ve la de´monstration, tout simple-
ment, apre`s une division des deux membres de l’e´quation obtenue (au niveau
des tenseurs) par une puissance ade´quate de la me´trique g. Et ceci graˆce a`
la proposition 1 du chapitre 1.
3.3 Proprie´te´s des (p, q)-courbures
Dans cette section on pre´sente les ge´ne´ralisations des re´sultats pre´ce´dents
au cas des (p, q)-courbures. Les de´monstrations sont identiques au cas de la
p-courbure.
Le re´sultat suivant caracte´rise les me´triques a` (p, q)-courbure constante.
Proposition 3.3 ([Lab7]) 1. Pour tout (p, q) tel que 2q ≤ p ≤ n − 2q,
la (p, q)-courbure s(p,q) ≡ λ est constante si et seulement si la courbure
sectionnelle du tenseur de Gauss-Kronecker Rq est constante et e´gale
a` λ(2q)!(n−p−2q)!(n−p)! .
2. Pour tout (p, q) tel que p < 2q, la (p, q)-courbure s(p,q) ≡ c est constante
si et seulement si le tenseur c2q−p(Rq) est proportionel a` la me´trique,
i.e. c2q−p(Rq) = λgp.
Rappelons qu’une me´trique est dite d’Einstein si son tenseur de Ricci cR
lui est proportionnel. La condition 2 pre´ce´dente peut eˆtre conside´re´e alors
comme une ge´ne´ralisation de la condition d’Einstein.
Le re´sultat suivant spe´cifie cette condition et ge´ne´ralise un re´sultat similaire
pour les me´triques d’Einstein :
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Proposition 3.4 ([Lab7]) Pour 1 ≤ p < 2q, le tenseur c2q−p(Rq) est pro-
portionel a` la me´trique gp si et seulement si
ωi = 0 pour 1 ≤ i ≤ min{p, n− p},
ou` les ωi sont les composantes de R
q suivant la de´composition orthogonale
3 donne´es par Rq =
∑2q
i=0 g
2q−iωi.
Finalement, on a caracte´rise´ ge´ome´triquement l’annulation des diffe´rentes
composantes ωi dans la de´composition orthogonale de R
q et ceci en utilisant
les (p, q)-courbures.
Proposition 3.5 ([Lab7]) Soit 2q ≤ r ≤ n−2q, n 6= 2r et Rq =
∑2q
i=0 g
2q−iωi,
alors
1. La fonction P → s(r,q)(P )− s(n−r,q)(P
⊥) ≡ λ est constante si et seule-
ment si ωi = 0 pour 1 ≤ i ≤ 2q − 1 et
( (n−r)!
(n−2q−r)! −
r!
(r−2q)!
)
ω0 = λ.
2. La fonction P → s(r,q)(P )+ s(n−r,q)(P
⊥) ≡ λ est constante si et seule-
ment si ωi = 0 pour 1 ≤ i ≤ 2q et
( (n−r)!
(n−2q−r)! +
r!
(r−2q)!
)
ω0 = λ.
Autrement dit, Rq est a` courbure sectionnelle constante.
Les cas restants sont discute´s dans la proposition suivante :
Proposition 3.6 ([Lab7]) Soit 2q ≤ r ≤ n− 2q et n = 2r, alors
1. La fonction P → s(r,q)(P ) − s(r,q)(P
⊥) ≡ λ est constante si et seule-
ment si ωi = 0 pour les i impairs tels que 1 ≤ i ≤ 2q − 1 et λ = 0.
2. La fonction P → s(r,q)(P ) + s(r,q)(P
⊥) ≡ λ est constante si et seule-
ment si ωi = 0 pour les i pairs tels que 2 ≤ i ≤ 2q et 2
r!
(r−2q)!ω0 = λ.
3.4 Formule d’Avez ge´ne´ralise´e
Rappelons que la formule d’Avez [Ave] montre que l’inte´grand de Gauss-
Bonnet en dimension 4 est donne´ par h4 =
∑2
r=0
(−1)r
(r!)2
|crR|2. Cette formule
a servi en particulier a` de´montrer que les varie´te´s d’Einstein compactes et
de dimension 4 ont leurs caracte´ristiques d’Euler-Poincare´ non-ne´gative.
On a ge´ne´ralise´ le re´sultat pre´ce´dent aux dimensions supe´rieures comme
suit :
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The´ore`me 3.7 ([Lab7]) Soit n = 2p et ω, θ ∈ Cp1 , alors
∗(ωθ) =
p∑
r=0
(−1)r+p
(r!)2
< crω, crθ > .
En particulier, si n = 4q, alors l’inte´grand de Gauss-Bonnet est donne´ par
h4q =
2q∑
r=0
(−1)r
(r!)2
|crRq|2.
Le re´sultat suivant est du meˆme type :
The´ore`me 3.8 ([Lab7]) Suivant la de´composition orthogonale 3, soit ω =∑n−p
i=0 g
n−p−iωi ∈ C
n−p
1 et θ =
∑p
i=0 g
p−iθi ∈ C
p
1 , alors
∗(ωθ) =
min{p,n−p}∑
r=0
(−1)r(n − 2r)! < ωi, θi > .
En particulier, pour tout q tel que n ≥ 4q on a
h4q =
1
(n− 4q)!
2q∑
i=0
(−1)i(n − 2i)! < (Rq)i, (R
q)i > .
Le cas q = 1 est particulie`rement inte´ressant. En effet, si R = ω2 + gω1 +
g2ω0 est la de´composition standard du tenseur de courbure de Riemann. Le
the´ore`me pre´ce´dent affirme qu’en dimension ≥ 4 on a
(n− 4)!h4 = n!|ω0|
2 − (n− 2)!|ω1|
2 + (n− 4)!|ω2|
2.
Par conse´quent, on a pu de´montrer que :
The´ore`me 3.9 ([Lab7, Lab8]) 1. Pour une varie´te´ d’Einstein (M,g)
de dimension n ≥ 4 on a h4 ≥ 0. De plus h4 ≡ 0 si et seulement si
(M,g) est plate.
2. Si une varie´te´ conforme´ment plate (M,g) est a` courbure scalaire nulle
et de dimension n ≥ 4, alors h4 ≤ 0. De plus, h4 ≡ 0 si et seulement
si (M,g) est plate.
On en de´duit alors une obstruction ge´ome´trique a` l’existence des me´triques
d’Einstein ainsi que pour les me´triques conforme´ment plates a` courbure sca-
laire nulle.
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Rappelons qu’en dimension ≥ 5 on ne connait pas d’obstructions topolo-
giques a` l’existence de me´triques d’Einstein. Jusqu’ici, les seules obstruc-
tions connues sont celles obtenues en imposant la condition supple´mentaire
de positivite´ de la constante d’Einstein. Celle-ci force la courbure scalaire
et la courbure de Ricci d’eˆtres positives, et on sait qu’on a des re´strictions
topologiques dans ces cas.
L’obstruction ge´ome´trique pre´ce´dente a` l’avantage d’eˆtre inde´pendante du
signe de la constante d’Einstein. C’est d’ailleurs ce re´sultat qui a motive´
notre e´tude de la positivite´ de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl.
Le the´ore`me pre´ce´dent se ge´ne´ralise naturellement pour les courbures supe´rieures
comme suit :
The´ore`me 3.10 Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne de dimension n ≥
4q et telle que le tenseur c(Rq) est proportionnel a` la me´trique g2q−1 alors
h4q ≥ 0. De plus dans ce cas h4q ≡ 0 si et seulement si (M,g) est q-plate.
En particulier, une varie´te´ compacte de dimension n = 4q telle que son
tenseur c(Rq) est proportionnel a` la me´trique g2q−1 est a` caracte´re´stique
d’Euler-Poincare´ non-ne´gative. De plus, Elle est nulle si et seulement si la
varie´te´ est q-plate.
Rappelons que q-plate veut dire que la courbure sectionnelle de Rq est iden-
tiquement nulle. Notons que ce re´sultat n’est pas publie´ dans mes travaux.
Il se de´montre directement a` partir du the´ore`me 3.8 et de la proposition 3.4.
Notons e´galement que cette condition est plus forte que la condition (2q)-
Einstein de´finie dans le chapitre 2.
4 Les courbures de Weitzenbo¨ck
L’ope´rateur de courbure de Weitzenbo¨ck, note´ ici par N , est le terme
d’ordre ze´ro (i.e. de´pendant line´airement de la courbure) dans la ce´le`bre for-
mule de Weitzenbo¨ck. Cette formule exprime le Laplacien ∆ sur les formes
diffe´rentielles en termes de la connexion de Levi civita ∇, pre´cise´ment :
∆ = ∇∗∇+N .
Cette formule est importante dans l’e´tude des inte´ractions entre la ge´ome´trie
et la topologie d’une varie´te´. En effet, il y a une me´thode qui remonte a`
Bochner et connue sous le nom de the´ore`mes d’annulations, consistant a`
de´montrer l’annulation des nombres de Betti d’une varie´te´ riemannienne
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ayant certaines positivite´s de courbure entraˆınant la positivite´ de N . Cette
me´thode s’applique essentiellement sur les varie´te´s compactes.
L’ope´rateur N envoie les p-formes sur elles meˆmes et il est auto-adjoint. Ceci
permet, par dualite´, de le voir comme une forme double.
Le proble´me avec N est qu’il s’est toujours impose´ comme une expression
complique´e de la courbure et donc difficilement manipulable. Diffe´rentes
simplifications de cet ope´rateur existent. Je cite par exemple le formalisme
de Clifford dans [La-Mi, Lab1], le travail de Gallot-Meyer dans [Ga-Me],....
Dans notre contribution [Lab11], on montre une formule simple pour N
qu’on utilise par la suite pour e´tudier des proprie´te´s ge´ome´triques de cette
courbure. Signalons que cette formule de N a e´te´ auparavant e´tablie par
Bourguignon dans [Bou], proposition 8.6. A` ma connaissance cette formule
reste malheureusement me´connue et pas utilise´e. Pour ma part, je n’ai pris
connaissance de celle-ci qu’une fois ma preuve acheve´e. Notre de´monstration
est comple`tement diffe´rente et est directe.
4.1 Courbures sectionnelles de Weitzenbo¨ck
Un calcul direct sans difficulte´s montre que la courbure sectionnelle du
tenseur N est donne´e par
N (ei1 ∧ ei2 ∧ ... ∧ eip ; ei1 ∧ ei2 ∧ ... ∧ eip) =
p∑
j=1
n∑
k=p+1
K(eij , eik).
Ou` (ei1 , ..., ein ) est une base orthonorme´e de vecteurs tangents et K de´signe
la courbure sectionnelle du tenseur de courbure de Riemann R.
D’autre part, on note que
p∑
i=1
n∑
j=p+1
R(ei ∧ ej , ei ∧ ej) =
p∑
i=1
cR(ei, ei)−
p∑
i,j=1
R(ei ∧ ej , ei ∧ ej)
= {
gp−1
(p − 1)!
cR− 2
gp−2
(p − 2)!
R}(e1 ∧ ... ∧ ep, e1 ∧ ... ∧ ep).
Il en re´sulte alors imme´diatement que la courbure sectionnelle de Weit-
zenbo¨ck co¨ıncide avec la courbure sectionnelle de la forme double { gcR(p−1) −
2R} g
p−2
(p−2)! .
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4.2 Structures de courbures de Weitzenbo¨ck
Notons que la forme double { gcR(p−1) −2R}
gp−2
(p−2)! satisfait la premie`re iden-
tite´ de Bianchi, elle a en outre la meˆme courbure sectionnelle que la structure
de courbure de Weitzenbo¨ck. Il suffit alors de de´montrer que cette structure
satisfait elle aussi la premie`re identite´ de Bianchi (voir [Lab11]) pour avoir
une de´monstration comple`te de la formule suivante :
Proposition 4.1 ([Bou, Lab11]) Pour tout p tel que 2 ≤ p ≤ n − 2, le
tenseur de courbure de la formule de Weitzenbo¨ck n’est autre que
N = {
gcR
(p− 1)
− 2R}
gp−2
(p − 2)!
. (8)
Rappelons que pour p = 1, la forme double N n’est autre que le tenseur de
Ricci.
4.3 Proprie´te´s ge´ome´triques
Pour pre´ciser le degre´ p de la forme double N , on e´crira Np.
Le re´sultat suivant peut eˆtre de´montre´ aise´ment, soit en utilisant la formule
explicite de l’ope´rateur de Hodge e´tablie dans le premier chapitre soit tout
simplement en remarquant que les deux formes doubles satisfont la premie`re
identite´ de Bianchi et ont la meˆme courbure sectionnelle :
Proposition 4.2 ([Lab11]) Pour tout p tel que 2 ≤ p ≤ n− 2, on a
∗Np = Nn−p.
En particulier, si n = 2p on obtient ∗Np = Np.
Il est clair queNp est divisible par g
p−2 et donc sa de´composition orthogonale
sera re´duite comme suit :
Proposition 4.3 ([Lab11]) Soit R = ω2 + gω1 + g
2ω0 la de´composition
standard du tenseur de courbure de Riemann, alors le tenseur Np se de´compose
suivant 3 comme suit :
Np = −g
p−2ω2 + g
p−1{
n− 2p
2(p − 1)
ω1}+ g
p{
n − p
p− 1
ω0}.
Ceci e´tant bien suˆr pour tout 2 ≤ p ≤ n− 2.
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Rappelons qu’une forme double (p, p) satisfaisant la premie`re identite´ de
Bianchi est a` courbure sectionnelle constante si et seulement si elle est pro-
portionelle a` gp. Le corollaire suivant est alors imme´diat en utilisant soit la
proposition pre´ce´dente soit la proposition 1 du chapitre 1. :
Corollaire 4.4 ([Lab11]) Pour 2 ≤ p ≤ n − 2, une varie´te´ riemannienne
(M,g) de dimension n est a` courbure sectionnelle de Weitzenbo¨ck d’ordre
p constante si et seulement si elle est soit a` courbure sectionnelle constante
soit conforme´ment plate de dimension n = 2p.
Signalons qu’un re´sultat du meˆme type a e´te´ de´montre´ dans [Tac, Nas1]. Les
re´sultats pre´ce´dents sont alge´briques, i.e. valables en tout point de la varie´te´.
En particulier, on en de´duit un the´ore`me de Schur pour ces courbures.
Meˆme si l’e´tude de la positivite´ des courbures sera discute´e dans la deuxie`me
partie de ce me´moire, je me permettrai, exceptionellement ici, de mention-
ner quelques remarques sur la positivite´ de Np.
La positivite´ de la forme double Np est bien e´videment tre`s importante
dans l’e´tude des inte´ractions entre topologie et ge´ome´trie. Il serait donc tre`s
inte´ressant de comprendre cette condition et en particulier, d’e´tablir des
liens avec la positivite´ des autres courbures.
Faut-il le rappeler ici que la positivite´ de Np est strictement plus forte
que celle da sa courbure sectionnelle (penser a` la positivite´ de l’ope´rateur
de courbure de Riemann et de sa courbure sectionnelle).
On sait de´ja` que la positivite´ de l’ope´rateur de courbure de Riemann en-
traˆıne celle de Np pour tout p, c’est le the´ore`me de Gallot-Meyer [Ga-Me].
Voir aussi [La-Mi] pour une preuve simplifie´e. Notons aussi qu’une autre
de´monstration simplifie´e est possible a` partir de la formule de Np ci-dessus.
Dans [Lab11] on e´tudie les liens avec la positivite´ de la p-courbure et celle
de la courbure isotrope. En particulier, on montre que :
Proposition 4.5 ([Lab11]) Pour tout 2 ≤ p ≤ n−2, la contraction comple`te
de la forme double Np est donne´e par
cp(Np) =
p(n− 2)!
(n− p− 1)!
c2R
En particulier, la positivite´ de Np entraˆıne la positivite´ de la courbure sca-
laire.
D’une manie`re similaire, en prenant des contractions jusqu’a` l’ordre p − 1,
on montre que la positivite´ de Np entraˆıne une condition de pincement sur
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les valeurs propres de la courbure de Ricci.
Dans le cas conforme´ment plat, on e´tablit la relation suivante entre le tenseur
de p-courbure et Np :
Proposition 4.6 ([Lab11]) Soit (M,g) une varie´te´ conforme´ment plate
de dimension n, et 2 ≤ p ≤ n− 2. Alors le tenseur Np est donne´ a` partir du
tenseur de p-courbure comme suit :
Nn+p
2
=
p!
n− p− 1
g
n−p
2 {∗(
1
(n − p− 2)!
gn−p−2R)}.
Rappelons que dans le conforme´ment plat, la positivite´ de la p-courbure
e´quivaut a` celle de son tenseur de p-courbure. En particulier, la positivite´ de
la p-courbure entraˆıne alors la positivite´ deNn+p
2
. Par conse´quent, on obtient
une deuxie`me de´monstration plus rapide de notre re´sultat sur l’annulation
des nombres de Betti des varie´te´s conforme´ment plates a` p-courbure positive
[Lab1].
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Deuxie`me partie
Variations sur diffe´rentes notions
de positivite´ de courbures
5 Positivite´ de la p-courbure
L’e´tude de la positivite´ de la p-courbure a e´te´ le sujet auquel e´tait
consacre´ mon premier travail de recherche. Cette courbure est une extension
de la courbure scalaire propose´e par M. Gromov et co¨ıncide avec la courbure
p-vectorielle de E´. Cartan, voir [Car, Nas1]. Elle est une fonction de´finie sur
la p-grassmannienne de la varie´te´ en question, qui associe a` tout p-plan P , la
moyenne de la courbure sectionnelle dans la direction du (n−p)-plan ortho-
gonal. Pour p = 0, ( resp. pour p=n− 2), n e´tant la dimension de la varie´te´
en question, on retrouve la courbure scalaire (resp. la courbure sectionnelle).
La positivite´ de la p-courbure entraˆıne celle de la (p−1)-courbure, pour tout
1 ≤ p ≤ n−2. En particulier, la positivite´ de la p-courbure est interme´diaire
entre la positivite´ des courbures scalaire et sectionnelle.
En ce qui concerne les proble`mes portant sur la courbure scalaire positive, on
a maintenant des re´ponses tre`s satisfaisantes suite aux travaux de Gromov-
Lawson [Gr-La], Schoen-Yau, Stolz, ... Ceci n’e´tant absolument pas le cas
pour la courbure sectionnelle positive. On ignore toujours si par exemple,
le produit S2 × S2 posse`de ou non une me´trique riemannienne a` courbure
sectionnelle positive (conjecture de Hopf).
Afin de mieux situer mes travaux sur la positivite´, je commencerai tout
d’abord par un rappel de mes re´sultats de the`se. Signalons toutefois que les
re´sultats sur le groupe fondamental et ceux sur la courbure d’Einstein sont
poste´rieurs a` ma the`se. J’ai de´montre´ les re´sultats suivants, qui ge´ne´ralisent
des re´sultats duˆs respectivement a` Gromov-Lawson [Gr-La], Lawson-Yau
[La-Ya], Bourguignon [Bou] et Lafontaine [Laf1]. :
The´ore`me 5.1 ([Lab3]) Si deux varie´te´s compactes de dimension n ≥
p + 3 admettent des me´triques a` p-courbure positive, il en est de meˆme de
leur somme connexe. Plus ge´ne´ralement, si une varie´te´ compacte admet une
me´trique a` p-courbure positive, alors il en est de meˆme pour toute varie´te´
obtenue a` partir de celle-ci par chirurgies de codimension ≥ p+ 3.
Comme conse´quence de ce the´ore`me et en utilisant des techniques de topo-
logie alge´brique, spe´cialement le cobordisme spinoriel de Gromov-Lawson,
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j’ai de´montre´ des re´sultats d’existence pour la 1-courbure positive comme
suit :
The´ore`me 5.2 ([Lab3]) 1. Une varie´te´ compacte 2-connexe de dimen-
sion ≥ 7 admet une me´trique riemannienne a` 1-courbure positive si
et seulement si elle admet une me´trique riemannienne a` courbure sca-
laire positive. En particulier, toute varie´te´ compacte de dimension 7
admet une me´trique a` 1-courbure positive.
2. Toute varie´te´ compacte, simplement connexe, non-spinorielle de di-
mension ≥ 7 et telle que son second groupe d’homotopie satisfait π2(V ) ∼=
Z2 admet une me´trique riemannienne a` 1-courbure positive.
Ensuite, j’ai utilise´ a` la manie`re de Lawson-Yau [La-Ya] les actions des
groupes de Lie pour faire apparaˆıtre de la p-courbure positive. Le re´sultat
est le suivant :
The´ore`me 5.3 ([Lab2]) Si une varie´te´ compacte admet une action effec-
tive d’un groupe de Lie compact simple de rang au moins p + 1, alors cette
varie´te´ porte une me´trique a` p-courbure positive.
En ce qui concerne les obstructions, j’ai de´montre´ un the´ore`me d’annulation
des nombres de Betti pour les varie´te´s conforme´ment plates comme suit :
The´ore`me 5.4 ([Lab1]) 1. Soit (M,g) une varie´te´ compacte conforme´ment
plate de dimension n a` p-courbure positive alors les nombres de Betti
sont nuls du degre´ n−p2 au degre´
n+p
2 .
2. Soit (M,g) une varie´te´ compacte conforme´ment plate de dimension n
a` p-courbure non-ne´gative et telle que la cohomologie re´elle de degre´
n±p
2 est non nulle, alors (M,g) est soit plate soit isome´trique a` un
quotient compact de S
n+p
2 ×H
n−p
2 .
Pour de´montrer ces derniers re´sultats, j’ai bien entendu utilise´ la formule
de Weitzenbo¨ck mais reformule´e en termes des alge`bres de Clifford selon les
ide´es de´volope´es par Lawson-Michelsohn [La-Mi].
Par ailleurs, du fait que le produit d’une sphe`re de dimension ≥ p + 2 avec
une varie´te´ compacte quelconque admet une me´trique a` p-courbure positive,
on en de´duit que tout groupe de pre´sentation finie peut eˆtre re´alise´ comme
le groupe fondamental d’une varie´te´ de dimension ≥ p + 6 et a` p-courbure
positive. En utilisant notre re´sultat pre´ce´dent sur les chirurgies, on a pu dire
mieux comme suit :
The´ore`me 5.5 ([Lab5]) Soit G un groupe a` pre´sentation finie et p ≥ 0.
Alors, pour tout n ≥ p+ 4, il existe une varie´te´ compacte de dimension n a`
p-courbure positive et telle que π1(M) = G.
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6 Courbure d’Einstein positive
La courbure d’Einstein est une fonction de´finie sur le fibre´ tangent uni-
taire de la varie´te´ en question. Elle est obtenue a` partir du ce´le`bre tenseur
d’Einstein de la meˆme manie`re que l’on de´finit la courbure de Ricci a` partir
du tenseur de Ricci. Elle co¨ıncide avec la p-coubure pour p = 1.
Apre`s la courbure scalaire et la courbure sectionnelle usuelles, la courbure
d’Einstein, est la plus importante parmi toutes les autres p-courbures. Sa
positivite´ a e´te´ pre´ce´demment e´tudie´e mais seulement dans le cadre ge´ne´ral
des autres p-courbures. C’est d’ailleurs pour cette raison qu’on lui a consacre´
une e´tude a` part dans [Lab6].
La positivite´ de la courbure d’Einstein entraˆıne celle de la courbure scalaire.
A l’heure actuelle, on connait beaucoup de classes de varie´te´s admettant
des me´triques a` courbure d’Einstein positive. En revanche, il nous manque
de trouver des exemples de varie´te´s admettant des me´triques a` courbure
scalaire positive mais ne portant aucune me´trique a` courbure d’Einstein po-
sitive. Les varie´te´s candidates sont S2 × T n, mais jusqu’a` pre´sent aucune
de´monstration comple`te n’a pu eˆtre e´tablie !
Rappelons que de tels exemples doivent eˆtre cherche´s en dehors de la classe
des varie´te´s compactes 2-connexe et de dimension ≥ 7, voir [Lab3, Lab6].
Dans [Lab6], on a utilise´ les techniques des surfaces minimales de Schoen-
Yau dans l’ultime but de trouver des obstructions topologiques a` l’existence
des me´triques a` courbure d’Einstein positive, en dehors des obstructions de´ja`
connues pour la courbure scalaire positive.
Dans deux articles ce´le`bres [Sc-Ya1] et [Sc-Ya2], Schoen et Yau ont utilise´
les techniques des surfaces minimales pour obtenir des obstructions topolo-
giques a` l’e´xistence d’une me´trique a` courbure scalaire positive. Le point cle´
de leur de´marche est le re´sultat suivant :
The´ore`me 6.1 Soit (M,g) une varie´te´ compacte admettant une me´trique
a` courbure scalaire positive et telle que dimM = m ≥ 3. Soit V une sous-
varie´te´ compacte, lisse, de dimension (m− 1), immerge´e dans M et a` fibre´
normal trivial. Si de plus V est un minimum local de la (m − 1)-volume,
alors V admet aussi une me´trique a` courbure scalaire positive.
Le re´sultat suivant est e´galement poste´rieur a` la the`se ou` on a ge´ne´ralise´ le
the´ore`me pre´ce´dent au cas de la courbure d’Einstein comme suit :
The´ore`me 6.2 ([Lab6]) Soit (M,g) une varie´te´ compacte admettant une
me´trique a` courbure d’Einstein positive et de dimension m ≥ 4. Soit V une
sous-varie´te´ compacte, lisse, de dimension (m − 2), immerge´e dans M et
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a` fibre´ normal globalement plat. Si de plus V est un minimum local de la
(m− 2)-volume, alors V admet une me´trique a` courbure scalaire positive.
Par “fibre´ normal globalement plat” on entend dire que le fibre´ normal de
V posse`de deux sections globalement paralle`les et partout orthonormales.
Pour comple´ter ce travail, il faudrait de´montrer l’existence de telles immer-
sions pour certaines varie´te´s. En particulier, on ignore toujours si on peut
immerger le tore T 2 comme dans le the´ore`me dans la varie´te´ produit S2×T 2.
7 Seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl posi-
tive
Dans toute la suite on e´crira en abre´ge´ SCGBW pour dire seconde
courbure de Gauss-Bonnet-Weyl. Rappelons, comme on vient de le voir
dans le chapitre pre´ce´dent, que les varie´te´s d’Einstein ont leur SCGBW non-
ne´gative et non identiquement nulle a` moins qu’elles soient plates.
Par ailleurs il nous semble plausible, comme dans le cas de la courbure
scalaire, que toute varie´te´ portant une me´trique riemannienne a` SCGBW
non-ne´gative et non identiquement nulle admet aussi une me´trique rieman-
nienne a` SCGBW strictement positive.
Motive´ par ces faits, on a e´tudie´ dans [Lab8], en vue d’une ultime classifi-
cation, les varie´te´s admettant une me´trique a` SCGBW positive.
Dans ce chapitre, on expose notre contribution a` ce sujet.
7.1 Liens avec la positivite´ des autres courbures
Le the´ore`me suivant e´tabli une relation entre la positivite´ de la p-courbure
et celle de la SCGBW. :
The´ore`me 7.1 ([Lab8]) Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne de dimen-
sion n ≥ 4 et a` p-courbure non-ne`gative (resp. positive) telle que p ≥ n2 .
Alors, la SCGBW de (M,g) est non-ne´gative (resp. positive). De plus, elle
est identiquement nulle si et seulement si (M,g) est plate.
Rappelons que la positivite´ de la courbure sectionnelle entraˆıne celle de la
p-courbure pour 0 ≤ p ≤ n− 2. De meˆme que la courbure isotrope positive
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entraˆıne la positivite´ de la p-courbure pour p ≤ n− 4, voir [Lab4].
Par conse´quent, en dimensions supe´rieures, la positivite´ de la SCGBW
est plus faible que celle de la courbure sectionnelle ou de la courbure isotrope.
Pre´cise´ment, on a
Corollaire 7.2 ([Lab8]) 1. Si une varie´te´ riemannienne de dimension
≥ 4 est a` courbure sectionnelle non-ne´gative (resp. positive) alors sa
SCGBW est non-ne´gative (resp. positive). De plus, h4 ≡ 0 si et seule-
ment si elle est plate.
2. Si une varie´te´ riemannienne de dimension ≥ 8 est a` courbure isotrope
non-ne´gative (resp. positive) alors sa SCGBW est non-ne´gative (resp.
positive). De plus, h4 ≡ 0 si et seulement si elle est plate.
Notons que la premie`re partie du corollaire pre´ce´dent ge´ne´ralise un re´sultat
de Milnor en dimension 4.
7.2 Conse´quences
Il de´coule des re´sultats pre´ce´dents que les groupes de Lie munis d’une
me´trique biinvariante et les varie´te´s riemanniennes normales homoge`nes ont
leurs SCGBW non-ne´gative. De plus, en utilisant nos re´sultats sur la p-
courbure [Lab2, Lab3] et le the´ore`me pre´ce´dent on a montre´ les conse´quences
suivantes :
Corollaire 7.3 ([Lab8]) 1. Soit G un groupe de Lie compact, connexe,
de dimension ≥ 4 et de rang r < [dimG+12 ] muni d’une me´trique biin-
variante b. Alors, (G, b) est a` SCGBW positive.
2. Si G/H est une varie´te´ riemannienne normale homoge`ne de dimension
≥ 4 telle que le rang r de G satisfait r < [dim(G/H)+12 ] alors elle est a`
SCGBW positive.
3. Si une varie´te´ compacte M de dimension ≥ 4 admet une action lisse
d’un groupe de Lie compact, connexe et de rang r > [dimM+12 ], alors
M admet une me´trique riemannienne a` SCGBW positive.
7.3 Conjecture de Hopf alge´brique ge´ne´ralise´e
Dans le cas ou` la dimension n de la varie´te´ M en question est paire,
la conjecture de Hopf alge´brique stipule que la positivite´ de la courbure
sectionnelle entraˆıne la positivite´ de l’inte´grand de Gauss-Bonnet, i.e. hn >
0. Alors on peut se demander si plus ge´ne´ralement :
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La positivite´ de la courbure sectionnelle entraˆıne la positivite´ de h2k,
pour tout k tel que 2 ≤ 2k ≤ n ?
Ou du moins dans le cas compact (mais e´ventuellement les deux proble`mes
sont e´quivalents !) :
La positivite´ de la courbure sectionnelle entraˆıne la positivite´ de la courbure
totale
∫
M h2kdvol, pour tout k tel que 2 ≤ 2k ≤ n ?
On sait maintenant que ceci est vrai pour k = 1 et k = 2. Le proble`me reste
ouvert pour k ≥ 3.
Il est opportun de mentionner que des contre-exemples purement alge´briques
a` cette conjecture existent, voir [Ger, Bo-Ka]. En revanche, on ignore tou-
jours s’il existe une ve´ritable varie´te´ riemannienne a` courbure sectionnelle
positive sans que son inte´grand de Gauss Bonnet soit positive.
7.4 Submersions riemanniennes et h4 > 0
On utilise ici la technique qui consiste a` faire varier la me´trique de l’es-
pace total d’une submersion riemannienne pour faire apparaˆıtre la SCGBW
positive. Signalons que cette technique a auparavant e´te´ utilise´ par Cheeger,
Lawson-Yau, Besse ... Le re´sultat obtenu est le suivant :
The´ore`me 7.4 ([Lab8]) Soit M l’espace total d’une submersion rieman-
nienne. Si M est compact et si les fibres (munis de la me´trique induite) sont
a` SCGBW positive alors la varie´te´ M admet une me´trique riemannienne a`
SCGBW positive.
Ce re´sultat admet les conse´quences directes suivantes :
Corollaire 7.5 1. Le produit Sp ×M d’une varie´te´ arbitraire M com-
pacte avec la sphe`re Sp, p ≥ 4 admet une me´trique riemannienne a`
SCGBW positive.
2. Si une varie´te´ compacte M admet un feuilletage riemannien tel que les
feuilles sont a` SCGBW positive alors la varie´te´ admet une me´trique
riemannienne a` SCGBW positive.
3. Si une varie´te´ compacte M de dimension ≥ 4 admet une action lisse
et libre d’un groupe de Lie G compact, connexe et de rang r tel que
r < [dimG+12 ], alors M admet une me´trique riemannienne a` SCGBW
positive.
Il re´sulte imme´diatement de la premie`re partie du corollaire pre´ce´dent qu’il
n’y a pas de restrictions sur le groupe fondamental d’une varie´te´ de dimen-
sion ≥ 8 pour porter une me´trique riemannienne a` SCGBW positive. On
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verra ulte´rieurement que le meˆme re´sultat est vrai aussi pour les dimensions
≥ 6.
7.5 Chirurgies et h4 > 0
La stabilite´ de la courbure scalaire positive sous chirurgies en codi-
mensions ≥ 3 a e´te´ le point cle´ de la classification des varie´te´s simple-
ment connexes a` courbure scalaire positive duˆ a` Gromov-Lawson [Gr-La]
et Schoen-Yau [Sc-Ya1] et Stolz [Sto]. On a montre´ dans [Lab8] un re´sultat
similaire pour la SCGBW :
The´ore`me 7.6 ([Lab8]) Si une varie´te´M est obtenue a` partir d’une varie´te´
compacte X par chirurgies en codimension ≥ 5, et si X admet une me´trique
riemannienne a` SCGBW positive, alors M admet aussi une me´trique rie-
mannienne a` SCGBW positive.
En particulier, la somme connexe de deux varie´te´s compactes de dimensions
≥ 5 portant chacune une me´trique riemannienne a` SCGBW positive, porte
aussi une me´trique a` SCGBW positive.
Comme conse´quence de ce the´ore`me, on a montre´ qu’il n’y a pas de restric-
tions sur le groupe fondamental d’une varie´te´ de dimension ≥ 6 a` SCGBW
positive. Pre´cise´ment, on a
Corollaire 7.7 ([Lab8]) Soit G un groupe a` pre´sentation finie. Alors pour
tout n ≥ 6, il existe une varie´te´ compacte de dimension n portant une
me´trique a` SCGBW positive et telle que π1(M) = G.
8 Courbure isotrope positive
8.1 Introduction
La courbure isotrope a e´te´ introduite par Micallef et Moore [Mi-Mo]
pour les varie´te´s de dimension ≥ 4. Cette courbure joue le meˆme roˆle dans
l’e´tude de la stabilite´ des 2-sphe`res harmoniques et des surfaces minimales,
que celui exerce´e par la courbure sectionnelle dans l’e´tude de la stabilite´ des
ge´ode´siques.
L’existence d’une me´trique riemannienne a` courbure isotrope positive sur
une varie´te´ compacte entraˆıne l’annulation des groupes d’homotopie πi(M)
pour 2 ≤ i ≤ [n/2], voir [Mi-Mo]. En particulier, si la varie´te´ est en plus
simplement connexe alors elle doit eˆtre home´omorphe a` une sphe`re.
Il y a une similarite´ entre la courbure isotrope et la (n − 4)-courbure, ou`
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n est la dimension de la varie´te´ en question. En effet, elles se distinguent
seulement par un terme en la courbure de Weyl, et par conse´quent, elles
co¨ıncident dans le cas conforme´ment plat. Cette analogie entre ces deux
courbures est le point de de´part de notre contribution [Lab4, Lab5] dans
l’e´tude de positivite´ de la courbure isotrope. Nous allons dans un premier
temps rappeler la de´finition de la courbure isotrope.
Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne de dimension n. Pour tout m ∈ M ,
le produit scalaire g sur l’espace tangent TmM , peut s’e´tendre de deux
manie`res au complexifie´ TmM ⊗C :
- En tant qu’une forme biline´aire complexe, qu’on notera par g(., .).
- En tant qu’un produit scalaire Hermitien, qu’on notera par < ., . >.
Soit R : ∧2M → ∧2M l’ope´rateur de courbure de (M,g). On notera
aussi par R son extension line´aire complexe a` ∧2M ⊗C.
On associe a` tout 2-plan complexe P ⊂ TmM ⊗C sa courbure sectionnelle
complexe KC(P ) de´finie par
KC(P ) =
< R(v ∧ w), v ∧w >
||v ∧w||2
,
ou` {v,w} est une base quelconque de P . On dit qu’un sous-espace vectoriel
complexe P ⊂ TmM ⊗ C est isotrope si g(v, v) = 0 pour tous les vecteurs
v ∈ P .
Definition. On dit qu’une varie´te´ riemannienne (M,g) est a` courbure iso-
trope positive au pontm ∈M si KC(P ) > 0 pour tout les 2-plans complexes
et isotropes dans TmM ⊗C.
Cette de´finition est e´quivalente a` la condition suivante sur le tenseur de
courbure :
K(e1, e3) +K(e1, e4) +K(e2, e3) +K(e2, e4) > 2R(e1, e2, e3, e4) (9)
Et ceci pour tout les vecteurs orthonorme´s {e1, e2, e3, e4} dans l’espace tan-
gent TmM .
Une proprie´te´ importante de la courbure isotrope positive est qu’elle est
conserve´ par le flot de Ricci. En effet, Hamilton [Ham] a utilise´ le flot de
Ricci pour classifier les varie´te´s compactes de dimension 4 admettant une
me´trique a` courbure isotrope positive et n’ayant pas d’“espaces formes es-
sentiels et incompressibles”. Pre´cise´ment il a de´montre´ que de telles varie´te´s
sont diffe´omorphes soit a` S4, RP 4, S1×S3, S1×˜S3 soit a` une somme connexe
des varie´te´s pre´ce´dentes.
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8.2 Obstructions
L’existence d’une me´trique riemannienne a` courbure isotrope positive sur
une varie´te´ compacte entraˆıne des restrictions importantes sur sa topologie.
En effet, Micallef et Moore [Mi-Mo] ont de´montre´ que :
Soit M une varie´te´ riemannienne compacte de dimension n ≥ 4. Si M
est a` courbure isotrope positive alors πi(M) = {0} pour 2 ≤ i ≤ [n/2]. En
particulier, si M est de plus simplement connexe, alors M est home´omorphe
a` une sphe`re.
D’autre part, Micallef et Wang [Mi-Wa], et Seaman [Sea] ont de´montre´ l’an-
nulation du second nombre de Betti dans le cas ou` la dimension de la varie´te´
est paire. On croit que tous les nombres de Betti bk : 2 ≤ k ≤ n − 2 de-
vraient s’annuler, mais pour le moment on n’a pas de de´monstration de cette
conjecture. En revanche, on sait de´montrer ce fait dans le cas conforme´ment
plat [Lab4]. Le re´sultat est le suivant :
The´ore`me 8.1 ([Lab4]) 1. Soit (M,g) une varie´te´ compacte conforme´ment
plate de dimension n et portant une me´trique a` courbure isotrope po-
sitive alors Hm(M,R) = 0 pour 2 ≤ m ≤ n− 2.
2. Soit (M,g) une varie´te´ compacte conforme´ment plate de dimension n
a` courbure isotrope non-ne´gative et telle que H2(M,R) 6= 0 alors soit
(M,g) est plate soit elle est revetue par Sn−2 ×H2.
Notons que des re´sultats du meˆme type ont aussi e´te´ de´montre´s par Naya-
tani [Nay] et Mercuri-Noronha [Me-No].
Finalement, l’exemple de S1×Sn, n ≥ 3, montre que le groupe fondamental
d’une varie´te´ a` courbure isotrope positive peut eˆtre infini. En plus, parce
que la courbure isotrope positive est conserve´e par l’ope´ration de sommes
connexes, le groupe fondamental peut eˆtre assez grand. En contre partie,
Fraser [Fra] a de´montre´, en utlisant les techniques de surfaces minimales, la
re´striction suivante sur le groupe fondamental :
Soit M une varie´te´ riemannienne compacte de dimension n ≥ 5 a` courbure
isotrope positive. Alors, le groupe fondamental de M ne contient pas de
sous-groupes isomorphes a` Z⊕ Z.
8.3 Constructions
Par ailleurs, concernant les constructions de me´triques a` courbure iso-
trope positive, Micallef et Wang [Mi-Wa] ont de´montre´ le re´sultat suivant :
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La somme connexe de deux varie´te´s de dimensions ≥ 4 et portant chacune
une me´trique a` courbure isotrope positive, porte aussi une me´trique a` cour-
bure isotrope positive.
En utilisant les techniques de submersions riemanniennes, on a de´montre´ les
constructions suivantes :
The´ore`me 8.2 ([Lab4]) Soit π : (M,g) → S1 une submersion rieman-
nienne sur le cercle, ou` M de´signe une varie´te´ riemannienne compacte de
dimension ≥ 4.
Supposons que les fibres de π (munis de la me´trique induite) satisfont la
condition de positivite´ (A) ci-dessous, alors, M porte une me´trique a` cour-
bure isotrope positive.
Ou` (A) de´signe la condition suivante sur le tenseur de courbure :
K(ej, ek) +K(ej , el) >| R(ei, ej , ek, el) |, (A)
pour tous les vecteurs tangents orthonorme´s {ei, ej , ek, el}.
Notons que, la ce´le`bre condition de 14 -pincement stricte qui porte sur la
courbure sectionnelle entraˆıne la condition de positivite´ (A). De plus, la
condition (A) entraˆıne en meˆme temps la positivite´ de la courbure isotrope
et celui de la courbure de Ricci. Enfin, en dimension 3, la condition (A)
est e´quivalente a` la positivite´ de la courbure de Ricci. En particulier, on
obtient :
Corollaire 8.3 ([Lab4]) Soit π : (M,g) → S1 une submersion rieman-
nienne sur le cercle, ou` M de´signe une varie´te´ riemannienne compacte de
dimension 4.
Supposons que les fibres de π (munis de la me´trique induite) sont a` courbure
de Ricci positive alors M porte une me´trique a` courbure isotrope positive.
Comme conse´quence des re´sultats pre´ce´dents on obtient les exemples sui-
vants de varie´te´s admettant des me´triques a` courbure isotrope positive :
1. Soit F une varie´te´ de dimension ≥ 3 portant une me´trique rieman-
nienne g qui satisfait la condition de positivite´ (A). Soit φ ∈ Isom(F, g)
et soit ρ : Z −→ Isom(F ×R) de´finie par
n −→ φn(x, t) = (φ
n(x), t+ n).
La varie´te´ M = F×Rρ est alors l’espace total d’une submersion rieman-
nienne et satisfait les hypothe`ses du the´ore`me. Elle admet donc une
me´trique a` courbure isotrope positive.
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2. Soit M une varie´te´ compacte de dimension ≥ 4 et admettant un
feuilletage riemannien de codimension 1 tel que les feuilles, munis de
la me´trique induite, satisfont la condition (A), alors M admet une
me´trique a` courbure isotrope positive.
3. Si une varie´te´ compacte de dimension 4 admet une action libre et lisse
du groupe SU(2) ou SO(3) alors elle admet une me´trique a` courbure
isotrope positive.
Remarquons que le dernier re´sultat ne se ge´ne´ralise pas au cas d’une action
non libre. En effet, S2 × S2 admet une action effective du groupe SO(3),
mais elle n’admet aucune me´trique a` courbure isotrope positive.
8.4 Chirurgies et courbure isotrope positive
Du fait de l’analogie existante entre courbure isotrope et (n−4)-courbure,
on peut espe´rer que les re´sultats de chirurgies de´montre´s pour la p-courbure
[Lab3] se ge´ne´ralisent au cas de la courbure isotrope positive. Pre´cise´ment,
on peut s’attendre a` ce que la courbure isotrope positive soit stable sous
chirurgies en codimension ≥ n− 1. D’autant plus qu’une telle stabilite´ a e´te´
annonce´e, sans de´monstration, dans [Gro]. Cette question a fait l’objet de
l’article [Lab5]. Dans lequel on a de´montre´ la stabilite´ de la courbure isotrope
positive sous une chirurgie de codimension n, i.e. sous sommes connexes. Ce
re´sultat a e´te´ premie`rement de´montre´ par Micallef-Wang en utilisant les
techniques de Schoen-Yau [Sc-Ya1]. Notre de´monstration e´tait a` la manie`re
de Gromov-Lawson [Gr-La].
Mais malheureusement, la stabilite´ sous une chirurgie en codimension n− 1
n’a pas en ge´ne´ral toujours lieu. En effet, on montre qu’un tel re´sultat en-
traˆınerai alors que tout groupe a` pre´sentation finie peut eˆtre re´alise´ comme
le groupe fondamental d’une varie´te´ a` courbure isotrope positive (de dimen-
sion suffisamment grande). Ce qui vient contredire le re´sultat de Fraser cite´
ci-dessus.
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Troisie`me partie
Perspectives de recherches
Comme dans tout travail de recherche mathe´matiques, le point de de´part
est un proble`me souleve´ au bout duquel se ramifient d’autres questions
naturelles. L’arbre porte un reˆve au bout de chaque branche et le
chercheur avance au gre´ des rameaux. Si l’on ignore le lieu et le temps ou`
on atteindra le fruit, on a au moins la certitude de notre apport en
oxyge`ne a` l’arbre ramifie´ de la recherche et aussi d’en eˆtre un e´le´ment.
Les ramifications naturelles a` mes recherches sont les suivantes :
A. Obstructions topologiques pour h4 > 0 :
Un des proble`mes de grande importance en ge´ome´trie contemporaine
est l’e´tude des varie´te´s d’Einstein. Ce projet se situe dans cette direction
puisque les varie´te´s d’Einstein ont leur seconde courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl non-ne´gative et non identiquement nulle a` moins qu’elles soient plates.
Et ceci, rappelons le, inde´pendement du signe de la constante d’Einstein.
Dans ce projet, il s’agit d’abord de de´montrer qu’une varie´te´ compacte ad-
mettant une me´trique a` courbure h4 ≥ 0 non identiquement nulle porte aussi
une me´trique a` h4 > 0.
Ensuite, on doit chercher des obstructions topologiques (comme dans le cas
de la courbure scalaire) a` l’existence des me´triques a` h4 > 0.
De tels re´sultats seraient tre`s inte´ressants dans le sens ou` ils prouveraient
l’existence de varie´te´s en dimensions supe´rieures sans me´triques d’Einstein.
Une autre voie possible de recherche pour ces obstructions, est de conside´rer
l’analogue polye`dral de h4. C’est une mesure porte´e par le squelette de co-
dimension 4 du polye`dre en question. Pour des approximations polye`drales
convenables d’une varie´te´ riemannienne, ces mesures discre`tes convergent
en mesure vers l’inte´grand h4dvol. Voir les travaux de Cheeger, Mu¨ller et
Schra¨der [CMS] et le compte-rendu de Lafontaine [Laf2].
Il s’agit donc d’e´tudier les proprie´te´s de positivite´ de ces analogues polye`draux.
En particulier, de voir si on peut avoir des the´ore`mes d’annulation des
nombres de Betti.
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B. Le proble`me de Yamabe ge´ne´ralise´ :
Ce proble`me a de´ja` e´te´ aborde´ dans ce texte. Le lecteur de ces lignes
est invite´ a` se re´fe`rer donc au chapitre 2 pour les motivations. Il s’agit ici
d’e´tudier la conjecture suivante :
Dans toute classe conforme d’une me´trique riemannienne sur une varie´te´
C∞ compacte donne´e, il existe une me´trique riemannienne a` courbure de
Gauss-Bonnet-Weyl h2k constante.
C. The´ore`me d’annulation pour la courbure iso-
trope positive
L’objectif ici est de de´montrer que la positivite´ de la courbure isotrope
sur une varie´te´ compacte de dimension n ≥ 4 entraˆıne l’annulation des
nombres de Betti bi de la varie´te´ pour 2 ≤ i ≤ n− 2.
Ce proble`me est motive´ d’une part par l’analogie existante entre courbure
isotrope et (n − 4)-courbure et d’autre part par le fait que le tenseur de
p-courbure apparaˆıt naturellement dans l’ope´rateur de courbure de Weit-
zenbo¨ck. Signalons qu’on a de´ja` de´montre´ ce re´sultat pour une me´trique
conforme´ment plate.
D. Conjecture de Hopf alge´brique ge´ne´ralise´e
Ce proble`me a de´ja` e´te´ aborde´ et motive´ ante´rieurement dans ce projet.
Je me contenterai ici du simple e´nonce´ de cette perspective de recherche :
La positivite´ de la courbure sectionnelle entraˆıne t-elle la positivite´ de h2k,
pour tout k tel que 2 ≤ 2k ≤ n ? ou` n de´signe la dimension de la varie´te´ en
question.
Dans le cas compact, on espe`re de´montre´ une version faible de ce proble`me
(mais e´ventuellement les deux proble`mes sont e´quivalents !) :
Pour une varie´te´ compacte, la positivite´ de la courbure sectionnelle entraˆıne
la positivite´ de la courbure totale
∫
M h2kdvol, pour tout k tel que 2 ≤ 2k ≤
n ?
Ceci e´tant vrai pour k = 1 et k = 2, voir chapitre 2. Le proble`me reste
ouvert pour k ≥ 3.
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E. Varie´te´s (p, q)-Einstein :
Le but de cette recherche serait d’e´tudier les ge´ne´ralisations naturelles
suivantes des me´triques d’Einstein.
Pour 1 ≤ p < 2q, on dira qu’une varie´te´ riemannienne de tenseur de courbure
R est (p, q)-Einstein si son tenseur de Ricci ge´ne´ralise´ c2q−pRq est propor-
tionnel a` la me´trique gp. On retrouve les varie´te´s d’Einstein usuels pour
p = q = 1 et les varie´te´s (2q)-Einstein (discute´es dans le chapitre 2) pour
p = 1.
On connait de´ja` une caracte´risation de cette condition :
Proposition 8.4 ([Lab7]) Pour 1 ≤ p < 2q, une me´trique riemannienne
est (p, q)-Einstein si et seulement si pour tout 1 ≤ i ≤ min{p, n − p} on
a ωi = 0. Ou` les ωi sont les composantes de R
q suivant la de´composition
Rq =
∑2q
i=0 g
2q−iωi.
Pour p = q = 1, on retrouve la caracte´risation classique des varie´te´s d’Ein-
stein usuelles par l’annulation de la composante ω1 du tenseur de courbure
de Riemann.
Aussi, il en re´sulte imme´diatement de notre e´tude que si une varie´te´ com-
pacte de dimension n = 4q est (2q − 1, q)-Einstein alors sa caracte´ristique
d’Euler-Poincarre´ est non-ne´gative.
Ce dernier re´sultat ge´ne´ralise une proprie´te´ bien connue pour q = 1.
Remarquons que la condition (p, q)-Einstein entraine (p−1, q)-Einstein pour
tout p ≥ 2.
Pa ailleurs, si la dimension de la varie´te´ est telle que n = 2q, alors toute
varie´te´ est (p, q)-Einstein. Donc, une telle condition n’est pas vide que si
2q < n.
Une question qui me semble inte´ressante serait de trouver une classification
des varie´te´s qui sont (p, q)-Einstein pour tout 1 ≤ q < n/2 et tout 1 ≤ p < 2q
(il suffit de prendre p = 2q − 1).
Cette question ge´ne´ralise, aux dimensions supe´rieures, le proble`me de clas-
sification des varie´te´s d’Einstein en dimension 4.
Notons finalement que les me´triques en question ici ne sont pas, en ge´ne´ral,
critiques au sens de Bleecker [Ble].
F. Varie´te´s conforme´ment plates ge´ne´ralise´es :
Comme dans la perspective de recherche pre´ce´dente, la` aussi les ques-
tions ne sont pas tre`s pre´cises. Il s’agit d’e´tudier une classe de me´triques
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ge´ne´ralisant les me´triques conforme´ment plates.
Rappelons qu’une me´trique est conforme´ment plate (en dimension ≥ 4) si
son tenseur de courbure de Riemann est divisible par la me´trique. Elles sont
caracte´rise´es par l’annulation de la composante ω2 dans la de´composition
orthognale en composantes irre´ductibles de R. En particulier, une varie´te´
d’Einstein conforme´ment plate est ne´cessairement a` courbure constante.
Par analogie, on dira qu’une varie´te´ riemannienne de dimension n est de
classe C(p, q) si son tenseur de Gauss-Kronecker Rq est divisible par gp.
Pour p = q = 1, on retrouve les me´triques conforme´ment plates usuelles.
Pour p = 1 et q ≥ 1, cette condition est invariante sous un changement
conforme de la me´trique. De telles me´triques sont alors dites q-conforme´ment
plates et ont e´te´ partiellement e´tudie´es par Nasu dans [Nas2, Nas3].
Les me´triques de classe C(p, q) sont caracte´rise´es par l’annulation des com-
posantes ωi dans la de´composition orthogonale en composantes irre´ductibles
de Rq =
∑2q
i=0 g
2q−iωi pour 2q − p < i ≤ 2q.
On de´duit alors que, pour tout q telle que 2q < n, si une me´trique est a` la
fois (q, q)-Einstein (voir la section ci-dessus) et de classe C(q, q) alors elle
est a` q-courbure sectionnelle constante.
G. Obstructions pour la courbure d’Einstein posi-
tive
La question ici est de trouver des classes de varie´te´s portant des me´triques
a` courbure scalaire positive mais qui n’admettent aucune me´trique a` cour-
bure d’Einstein positive. La varie´te´ produit S2 × T 2, et plus ge´ne´ralement
le produit S2 × T n, n ≥ 2 sont des candidats naturels.
H. Multiformes
Cette perspective de recherche se pre´sente comme la suite de mes tra-
vaux sur les formes doubles.
Rappelons q’une forme double ω ∈ Λ∗pV ⊗ Λ∗qV peut eˆtre conside´re´e
comme une p-forme ordinaire mais a` valeurs vectorielles dans Λ∗qV . Cette
conside´ration permet d’e´tudier les doubles formes a` partir des formes. Elle
a e´te´ utilise´e par de nombreux auteurs, je cite par exemple [Bes, Bou] .
Par ailleurs, certains de nos re´sultats sur les formes doubles peuvent eˆtre
ge´ne´ralise´s au cas des formes doubles a` valeurs vectorielles. Un exemple de
telles formes doubles est la seconde forme fondamentale d’une sous-varie´te´
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de codimension ≥ 2.
Ceci permettrait d’e´tudier les ”formes triples”. Ces derniers e´tant les e´le´ments
de l’espace Λ∗pV ⊗ Λ∗qV ⊗ Λ∗rV .
Il serait alors inte´re´ssant d’e´tudier en toute ge´ne´ralite´ les multiformes i.e. les
e´le´ments des produits Λ∗p1V ⊗Λ∗p2V ⊗...⊗Λ∗prV . En particulier, l’ope´rateur
de Hodge peut eˆtre ge´ne´ralise´ de 2r−1 diffe´rentes manie`res aux multiformes
d’ordre r (en le faisant ope´rer a` chaque fois sur diffe´rents facteurs du produit
tensoriel).
Notons que tout tenseur de rang arbitraire peut eˆtre vu comme une multi-
forme. Certains aspects de ces proble`mes ont e´te` re´cemment e´tudie´s par le
physicien the´oricien J. M. M. Senovilla dans une se´rie d’articles. En parti-
culier, il a utlise´ des extensions du produit de Hodge et du produit inte´rieur
aux multiformes pour de´finir, a` partir d’un tenseur T donne´, des tenseurs
syme´triques dites de super-e´nergie. Ces tenseurs sont quadratiques en T et
ge´ne´ralisent les tenseurs dits de Bel et de Bel-Robinson, voir [Sen] et les
refe´rences qui y sont cite´es.
I. Courbures ne´gatives
Suite aux travaux de Lohkamp [Loh], on sait maintenant que toute
varie´te´ compacte admet des me´triques a` courbure de Ricci ne´gative et donc
en particulier des me´triques a` courbure scalaire ne´gative. Il serait alors
inte´ressant de prouver la meˆme proprie´te´ pour la seconde courbure de Gauss-
Bonnet-Weyl, courbure d’Einstein, p-courbures, courbure isotrope et pour
les courbures sectionnelles de Weitzenbo¨ck.
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A Annexe : Remarques sur la ge´ome´trie des tubes
Durant une ope´ration de chirurgie sur une varie´te´ riemannienne lelong
d’une sous-varie´te´ plonge´e [Gr-La, Lab3, Lab8], on remplace la me´trique
(ancienne) induite par l’application exponentielle sur un voisinage tubulaire
de la sous-varie´te´ plonge´e par la me´trique de Sasaki. Dans cet appendice on
pre´sente les re´sultats de [Lab10] ou` on a e´tudie´ le comportement de ces deux
me´triques au voisinage de la section nulle du fibre´ normal.
Soit (X, g) une varie´te´ C∞ riemannienne de dimension n + p et M une
sous-varie´te´ (compacte) plonge´e de dimesion n dans X. Soit
Tǫ = {(x, v) : x ∈M,v ∈ NxM and g(v, v) < ǫ
2}
un tube de rayon ǫ autour de M. Il existe ǫ0 > 0 tel que exp : Tǫ → X, est
un diffe´omorphisme sur son image pour tout ǫ ≤ ǫ0. Soit exp
∗g le pull-back
de la me´trique g sur X.
Le sous-fibre´ normal Tǫ peut eˆtre aussi muni d’une deuxie`me me´trique
naturelle, a` savoir celle de Sasaki. C’est la me´trique h compatible avec la
connexion normale telle que la projection naturelle π : (Tǫ, h)→ (M,g) soit
une submersion riemannienne.
Soit (p, rn) ∈ Tǫ, ou` r < ǫ0 et n un vecteur normal unitaire en p. Notons
par An l’application de Weingarten de la sous-varie´te´ M de´finie dans la
direction de n.
Le re´sultat suivant montre que ces deux me´triques sont en ge´ne´rale tangentes
que jusqu’a` l’ordre 1. Elles le sont a` l’ordre deux si et seulement si la sous-
varie´te´ M est totalement ge´ode´sique dans (X, g).
The´ore`me A.1 ([Lab10]) Soit R le tenseur de courbure de Riemann de
(X, g). Alors pour tout u1, u2 ∈ T(p,rn)Tǫ, on a
exp∗g(u1, u2) = h(u1, u2)− 2g(Anπ∗u1, π∗u2)r
+
{
g(Anπ∗u1, Anπ∗u2) +R(π∗u1, n, π∗u2, n) +
2
3
R(π∗u1, n,Ku2, n)
+
2
3
R(π∗u2, n,Ku1, n) +
1
3
R(Ku1, n,Ku2, n)
}
r2 +O(r3).
Ou` π∗ et K repre´sentent re´spe´ctivement la diffe´rentielle de π et l’application
de connexion.
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Remarque. Notons que dans [Gr-La], au de´but de la preuve du lemme 2
page 430, il a e´te´ affirme´ que les me´triques exp∗g et h sont suffisamment
proches dans la topologie C2 quand r → 0. La meˆme erreur est dans [Lab3].
Ceci n’affecte pas les re´sultats correspondants dans les deux articles, voir
[Lab8].
Une manie`re rapide pour ce rendre compte de cette proprie´te´ est comme
suit : pour la me´trique h, la section nulleM →֒ Tǫ est totalement ge´ode´sique
(car pour une submersion riemannienne le releve´ horisontal d’une ge´ode´sique
est une ge´ode´sique). D’autre part, la section nulle M →֒ Tǫ est totalement
ge´ode´sique pour la me´trique exp∗g si et seulement si M est totalement
ge´ode´sique dans (X, g).
Dans le cas ou` l’espace ambiant (X, g) est l’espace Euclidien Rn, on montre
la relation simple suivante entre les deux me´triques :
The´ore`me A.2 ([Lab10]) Soit M une sous-varie´te´ plonge´e dans l’espace
Euclidien, alors pour tout u1, u2 ∈ T(p,rn)Tǫ, on a
exp∗g(u1, u2) = h(u1, u2)− 2g(Anπ∗u1, π∗u2)r + g(Anπ∗u1, Anπ∗u2)r
2.
On de´montre des re´sultas similaires dans le cas ou` (X, g) est a` courbure
constante arbitraire, voir [Lab10].
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